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Resumo 

 

 

 A heterogeneidade dos ambientes exerce uma grande e decisiva influência 

sobre a dinâmica populacional das espécies. Neste trabalho, nosso objetivo foi 

investigar como a correlação espacial entre os recursos em um modelo espacial de 

rede influencia a dinâmica espaço-temporal de um sistema presa-predador, como 

também a dinâmica de espécies competidoras, que competem por recursos limitantes. 

A heterogeneidade do ecossistema é introduzida através da correlação entre os 

recursos da rede, com base em uma distribuição Gaussiana bivariada, para o modelo 

de predação e de competição. Um segundo modelo de predação, com distribuição 

fractal de recursos, gerada pelo movimento browniano fracionário, também foi 

investigado. No sistema presa-predador, com distribuição Gaussiana, verificamos, 

após as simulações computacionais, que a correlação entre os recursos da rede 

favorece a coexistência das duas espécies, para valores intermediários da 

probabilidade de reprodução do predador, uma vez que as áreas onde as duas 

espécies coexistem fica ampliada para valores intermediários do parâmetro de 

correlação. Para o relevo fractal, ao variarmos o valor do expoente de Hurst  𝐻, a área 

de coexistência das duas espécies fica ampliada, pois com a rede bastante 

homogênea, para 𝐻 = 0.99, observamos a maior região com as duas espécies 

coexistindo ao longo do tempo. No sistema com competição, podemos observar que 

o número de espécies que sobrevivem no ecossistema aumenta gradativamente à 

medida que aumentamos a correlação entre os recursos, alcançando sua diversidade 

máxima bem próximo da correlação máxima da rede. 

 

Palavras-chave: Predação, competição por recursos, correlação espacial, recursos. 
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Abstract 

 

 

 The heterogeneity of an ecosystem has a great and decisive influence on the 

population dynamics of the species. In this work we aimed to investigate how the 

spatial correlation among the resources of a lattice model influences the space-time 

dynamics of a prey-predator system, as well as the dynamics of competing species 

that compete for limiting resources. The heterogeneity of the ecosystem is 

incorporated through the correlation among the resources, based on a bivariate 

Gaussian distribution, for the predation and competition model. A second predation 

model, with fractal distribution of resources, generated by the fractional Brownian 

motion, was also investigated. In the prey-predator system, with Gaussian distribution, 

we found after the computational simulations that the correlation among the resources 

favors the coexistence of the two species, for intermediate values of the probability of 

reproduction of the predator, since the areas where the two species coexist is extended 

to intermediate values of the correlation parameter. For the fractal landscape, when 

we vary the value of the Hurst exponente, 𝐻, the area of coexistence of the two species 

is enlarged, since when the resource distribution is very homogeneous, for H = 0.99, 

we observed the largest region with the two species coexisting over time.  In the system 

with competition, we can observe that the number of species that survive in the 

ecosystem increases gradually as we increase the value of λ, reaching its maximum 

diversity very close to the maximum correlation of the network. 

 

Keywords: Predation, resource competition, spatial correlation, resources. 
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1  INTRODUÇÃO 

 

 

A grande variedade de espécies de animais e plantas existentes nos mais 

diversos ecossistemas da Terra, bem como a variação do número de indivíduos no 

tempo e no espaço dessas espécies, é uma questão que tem intrigado a humanidade 

desde tempos remotos [1]. Os mecanismos que regulam a diversidade nas 

comunidades biológicas é um dos principais objetivos da Ecologia, desde os tempos 

dos trabalhos de Charles Darwin e Alfred Wallace [2-3], que se preocuparam em 

compreender o porquê de algumas espécies se limitarem e se adaptarem a alguns 

tipos de ambientes e não a outros, e propuseram que essa íntima relação indivíduo-

habitat é o resultado de mudanças evolutivas ocasionadas pela seleção natural.  

O nome Ecologia têm sua origem no grego, com a derivação do vocábulo Oikos, 

que significa casa. A expressão foi cunhada pelo zoólogo alemão Ernest Haeckel, em 

1870. Porém, somente no fim do século XIX, quando os cientistas europeus e 

americanos passaram a se autodeclarar ecólogos, foi quando a palavra se tornou de 

uso geral [4]. Desde então, a ciência Ecologia passou por uma enorme transformação 

em seu corpo de conhecimento, chegando aos dias atuais como ferramenta essencial 

para compreendermos as mudanças que acontecem nos sistemas ecológicos e, 

consequentemente, com o mundo que nos cerca. 

Nos últimos dois séculos, a população mundial tem crescido de forma bastante 

acelerada, passando de aproximadamente 1 bilhão de pessoas em meados do século 

XIX para os atuais 7,2 bilhões, de acordo com o relatório das Nações Unidas [5]. Como 

consequência, esse grande crescimento populacional tem causado grandes e 

profundas transformações no ambiente terrestre, com mudanças significativas sobre 

as terras cultiváveis, os rios e sistemas fluviais, a fauna e a flora, e todos esses 

componentes são essenciais para a humanidade suprir suas necessidades de 

alimentação, de consumo de água, entre outras. 

Então atualmente, mais do que há dois séculos, é necessária uma sólida 

compreensão de como os sistemas ecológicos se estruturam e funcionam, para que 

a partir daí as políticas de manejo e preservação dos recursos naturais sejam 

elaboradas de forma mais eficiente. E, nessa frente de produção de conhecimentos 
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necessários para tal propósito, os ecólogos desenvolvem estudos sobre regulação 

populacional através das interações ecológicas, padrões de dispersão de organismos 

nos diferentes habitats, como o crescimento de plantas pode ser influenciado pelas 

características do solo, dinâmica populacional de patógenos, dentre várias outras 

questões de interesses semelhantes que vão formar o corpo de conhecimento 

necessário para que os danos ambientais causados pela marcha da humanidade 

sejam ao menos atenuados [4]. 

A distribuição e a abundância de uma espécie em seu habitat, depende de 

vários fatores, tais como sua história evolutiva, condições do ambiente, suas taxas 

individuais de mortalidade e natalidade, bem como sua rede de interações e as suas 

necessidades de recurso, bem como a forma como ela tem acesso a eles [6]. Esses 

recursos, de acordo com Tilman [7], é tudo que pode ser consumido por um 

organismo, e cujas quantidades podem ser reduzidas pela sua atividade. Todos esses 

fatores podem ser agrupados em quatro categorias, a saber: fatores geográficos, 

correlacionados com a latitude, independentes da latitude, e os fatores bióticos [6]. 

Os fatores bióticos dizem respeito aos vários atributos biológicos inerentes as 

comunidades ecológicas, que exercem grande influência sobre sua estrutura. Entre 

eles, destacamos a intensidade da força predatória, intensidade da competição, tanto 

intra como interespecífica, e a heterogeneidade espacial [8]. 

A predação é uma das interações entre espécies naturais mais fundamentais 

da natureza, uma vez que a maior parte das espécies ou se alimenta de outras 

espécies, ou serve de alimento para estas. Essa relação consumidor-recurso afeta de 

maneira significativa os ecossistemas, servindo como regulador populacional de 

organismos em níveis tróficos inferiores, bem como gerador de riqueza de espécies. 

Entender a dinâmica da predação pode ser um fator decisivo no desenho do mapa 

das complexas teias de interações observadas na natureza [9]. 

A competição, assim como a predação, também é um mecanismo de moldura 

das características de um ecossistema, uma vez que está diretamente ligada à 

saturação dos recursos disponíveis para os organismos, podendo assim ser uma 

redutora do número de espécies de uma comunidade. Uma interface entre a 

competição e a predação pode ser uma poderosa força que cria as condições 

necessárias para uma sucessão ecológica [6]. Essa “interação” entre as interações 

entre espécies tem construído a história da evolução da biodiversidade na Terra [10]. 

Na figura 1.1, vemos exemplos de predação e competição. 
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A heterogeneidade dos ambientes também é um forte mecanismo que cria 

diversidade nas populações interagentes de um ecossistema [8]. Habitats mais 

espacialmente heterogêneos supõe-se serem mais diversificados em espécies, uma 

vez que a variação dos fatores geográficos propicia uma maior variedade de sub-

habitats, que irão se traduzir em uma maior oferta de recursos, como também 

esconderijos para presas escaparem de seus predadores, entre outras peculiaridades. 

Um estudo conduzido por Huffaker [13] demonstra a importância da diversificação do 

ambiente para a geração de diversidade. Em 1958, em seu experimento, ele colocou 

duas espécies de ácaros em contato (Typhlodromus accidentalis, predador e 

Eotetranychus sexmaculatus, presa) em um ambiente homogêneo controlado em 

laboratório. Nesta primeira fase, o ácaro predador levou a presa à extinção. Em uma 

sequência do estudo, Huffaker colocou novamente as duas espécies em contato, 

porém tornou o ambiente controlado mais heterogêneo em relação ao primeiro. Agora, 

a diversificação do ambiente permitiu que as duas espécies coexistissem ao longo do 

tempo, pois o habitat agora dava oportunidades para a espécie de ácaro predada criar 

estratégias para escapar do ácaro predador.  

Esta Tese está organizada da seguinte maneira: No capítulo 1, fazemos as 

considerações iniciais, apresentando o campo de pesquisa no qual este trabalho está 

inserido, bem como descrevendo a motivação e a importância para fazê-lo. No 

capítulo 2, apresentamos duas investigações em um sistema presa-predador, o 

Figura 1.1: Interações ecológicas fundamentais: à esquerda, guepardos (Acinonyx jubatus) 
caçando impalas (Aepyceros melampus); à direita, pássaros defendendo sua territorialidade 

com fins de reprodução. Imagens retiradas de [11] e [12], respectivamente. 
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primeiro com correlação espacial entre os recursos gerados por uma distribuição 

gaussiana bivariada, enquanto no segundo, utilizamos um relevo fractal para gerar 

essa distribuição, descrevendo o contexto biológico no qual ambas as modelagens 

absorvem suas premissas, apresentando em seguida os resultados obtidos e a 

conclusão do capítulo. De forma análoga ao segundo, no terceiro capítulo também 

descrevemos o modelo estudado, agora de competição por recursos, apresentado o 

contexto ecológico, para em seguida descrever os resultados obtidos e conclusão das 

análises feitas. No capítulo 4 apresentamos as conclusões finais sobre os resultados 

obtidos através dos dois modelos estudados e, no capítulo 5, elencamos as 

referências bibliográficas que serviram de alicerce para a nossa pesquisa. 

 

 

1.1 Contexto Biológico 
 

De todas as interações ecológicas, a predação é a mais fundamental e 

importante, uma vez que mais da metade das espécies da Terra se sustenta através 

do consumo de outros organismos para o sustento de sua reprodução [6]. De forma 

bem geral, podemos definir a relação de predação como aquela em que um 

organismo, chamado presa, é consumido por outro, chamado predador, no qual a 

presa ainda está viva quando é atacada pela primeira vez [9]. Na figura 1.2, podemos 

observar exemplos de predadores na natureza. 

 

  

 

 

 

 

 

 Figura 1.2: Imagens de grandes predadores na natureza: à esquerda, uma leoa (Panthera leo) 
devorando sua presa; à direita, uma águia predando um peixe no rio. Figuras retiradas de [4] 
e [6], respectivamente. 
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Podemos classificar os predadores de várias maneiras, mas, de acordo com 

[6], as duas principias são as seguintes: 

 Classificação taxonômica - os predadores carnívoros consomem 

animais, os herbívoros consomem os vegetais e os onívoros consomem 

ambos; 

 Classificação funcional - esta identifica quatro tipos principais: os 

predadores verdadeiros (matam suas presas imediatamente após o 

ataque), pastadores (consomem somente partes das presas atacadas), 

parasitoides e parasitos. 

Também podemos classificar os predadores em especialistas e generalistas. 

Os primeiros têm uma dieta restrita, mostrando uma preferência por poucas espécies 

de presas. Já os generalistas possuem uma dieta bem ampla, alimentando-se de 

vários tipos de presas. Na figura 1.3 vemos exemplos desses tipos de predadores. 

 

  

 

 

 

 

 

Figura 1.3: Exemplo de Predadores: À esquerda um predador generalista, onça-pintada 
(Panthera onca), com uma dieta bastante ampla, indo desde pequenos roedores até 
carnívoros maiores; à direita, um predador especialista, Lince canadense (Lynx canadenses), 
com uma dieta preferencial por lebres-alpinas (Lepus americanus). Figuras retiradas de [15] 

e [16], respectivamente. 

 

 

A predação desempenha um importante papel dentro dos sistemas ecológicos, 

atuando na estabilização dos ecossistemas e na regulação das populações das 

espécies que são predadas [8]. Ao nível de populações, ela parece ser, à primeira 

vista, sempre nociva às presas, uma vez que elas são atacadas e mortas. Mas, ao 

analisarmos mais profundamente, percebemos que para os indivíduos sobreviventes, 

a predação pode ser positiva, pois pode haver uma diminuição na força da competição 
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intraespecífica, como também há uma resposta evolutiva mútua, pois tanto presas 

como predadores evoluem suas estratégias de defesa e ataque, respectivamente [6]. 

Dentro de uma comunidade, o predador desempenha um importante papel na 

dinâmica e abundância das populações existentes. Ele pode tanto ser um agente 

redutor como também ampliador da riqueza de espécies [9]. No primeiro caso, se a 

força da predação for muito alta, a espécie de presa pode ser extinta, diminuindo o 

número de espécies na comunidade. Por outro lado, o predador pode manter sobre 

controle a população de uma espécie competidora superior, permitindo dessa forma 

que outras menores possam coexistir, aumentando assim o número de espécies na 

comunidade. 

Em um estudo experimental pioneiro, Paine [17] demonstra a influência da 

predação sobre a competição entre espécies de presa. Em 1966, ele observou que 

em um costão rochoso no estado de Washington, a zona entremaré abrigava diversas 

espécies de moluscos, cracas e outras espécies menores. Todos eles eram predados 

por uma estrela do mar. Em seu experimento, ele removeu esta estrela do mar de 

uma área da rocha, e deixou outra intacta, de mesmo tamanho, como controle. Na 

parte da remoção da estrela do mar, o número de espécies de presas diminuiu 

rapidamente, de 15 no início do experimento, para 8 no fim. Paine então concluiu que 

as estrelas do mar mantinham a diversidade, pois controlavam a população de 

algumas espécies, que eram competidoras superiores, permitindo que as 

competidoras menos eficientes coexistissem. Este é um exemplo do fenômeno da 

coexistência mediada pelo predador [18,19]. 

Os predadores, principalmente os do topo da cadeia alimentar, são 

considerados espécies-chaves nos sistemas biológicos da Terra [20,21], sendo suas 

atuações dentro deles indo, desde o papel de regulador de populações de outros 

animais e plantas, como dito anteriormente, até mesmo um inibidor do surgimento e 

propagação de doenças [22]. A supressão de uma espécie-chave de um ecossistema 

causa o que ecologistas chamam de cascata trófica, efeito indireto que um nível trófico 

exerce sobre outros níveis tróficos através de efeitos diretos sobre níveis tróficos 

intermediários [23-24]. No caso da predação, a cascata trófica funciona pelo 

mecanismo do controle topo-base, no qual o predador, ao se alimentar de uma 

espécie de um nível trófico imediatamente inferior, pode aumentar ou diminuir a 

densidade populacional de espécies basais (aquelas da base da cadeia alimentar). 
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Isto pode mudar profundamente a estrutura de uma comunidade. Um estudo clássico 

deste fenômeno na literatura é o caso do lobo-cinzento de Yellowstone [25-26]. 

O Parque Nacional de Yellowstone, localizado nos Estados Unidos, é o mais 

antigo do mundo de sua categoria, tendo sido inaugurado em 1872. Faz parte do 

chamado Grande Ecossistema de Yellowstone, um ecossistema de clima temperado. 

Entre os grandes predadores do parque, está o Lobo-cinzento (Canis lupus), que foi 

reintroduzido na área do parque em 1995, depois de estar ausente da região por 

quase 70 anos. Sua erradicação da área do Parque começou no final do século XIX e 

estendeu-se até a década de 1930 do século passado, quando ele foi extinto do 

ecossistema e de grande parte do território norte-americano [27], pois era considerado 

uma ameaça para humanos e rebanhos. Como era uma espécie-chave daquele 

ecossistema, sua supressão do habitat gerou consequências desestabilizadoras no 

parque, uma vez que ele mantinha sob controle diversas espécies de herbívoros que, 

agora livres da pressão predatória, aumentavam sua população livremente, causando 

profundas alterações na dinâmica populacional das vegetações que serviam como 

recurso para eles. Com a reintrodução do Lobo, as vegetações afetadas começaram 

a se recuperar, enquanto a própria dinâmica populacional dos herbívoros, agora sob 

o julgo predatório, começou a se modificar, inclusive com alterações comportamentais 

[28]. 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.4: Um lobo-cinzento (Canis lupus) na vegetação do Parque Nacional de Yellowstone. 
Sua extinção no parque gerou profundas mudanças na estrutura do ecossistema. Figura 
retirada de [29]. 

 

Um caso semelhante ao de Yellowstone ocorreu na Venezuela. A construção 

de uma grande hidrelétrica, em 1986, inundou uma grande área de floresta intacta 
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para a formação do lago da barragem, que resultou na formação de várias ilhas de 

floresta tropical. Os predadores de topo, antes encontrados na região, desapareceram 

das ilhas, permitindo assim que as populações de herbívoros, antes com populações 

reguladas, aumentassem até cem vezes mais, trazendo efeitos catastróficos na 

vegetação das ilhas, aumentando drasticamente a mortalidade de árvores [30]. 

 De uma maneira geral, vimos que a predação pode influenciar de maneira 

significativa a estrutura de comunidades ecológicas, embora saibamos que ela, assim 

como outras interações entre indivíduos, não é o único processo biológico atuante na 

formação de padrões espaciais e temporais nos ecossistemas [6]. Assim, 

compreender a natureza da predação, bem como os mecanismos que regem sua 

dinâmica é parte importantíssima na montagem de um mapa, o qual ajudará no 

entendimento de complexas cadeias de interações, e no seu uso no planejamento de 

políticas ambientais e tomada de decisões no futuro. 

Todas as formas de vida existentes na natureza necessitam de recursos para 

a sua sobrevivência, crescimento e reprodução [64]. Na tarefa de obtenção dos 

recursos de que necessitam, as espécies entram em disputa com outros indivíduos 

(da mesma espécie ou não), reduzindo assim a quantidade e qualidade dos recursos 

para outras espécies, o que vai limitar o crescimento, a sobrevivência e a reprodução 

das espécies envolvidas. A essa disputa dá-se o nome de competição [8].  

Essa competição pode se dar de forma indireta ou direta. No primeiro caso, 

uma espécie simplesmente reduz a quantidade de recurso disponível para os seus 

vizinhos. É a chamada “competição por exploração”. No segundo, uma espécie 

interfere diretamente na obtenção do recurso por outra espécie, não permitindo assim 

o acesso, e garantido sua posse sobre o todo. Esse tipo de competição é conhecida 

como “competição por interferência”. Keddy [64] define competição como sendo os 

efeitos negativos que um indivíduo causa em outro pelo consumo ou controle do 

acesso a um recurso que tem sua disponibilidade limitada. 

          A competição em uma comunidade pode ocorrer não apenas por alimento, mas 

também por fêmeas, por machos, por território, entre outros [6]. Os indivíduos de uma 

mesma espécie apresentam necessidades semelhantes de recursos para crescerem 

e se reproduzirem. Juntos, suas necessidades podem suplantar a disponibilidade do 

recurso no ambiente, o que os leva a competir por suas reservas. Esta é a chamada 

“competição intraespecífica”. Quando os indivíduos são de espécies diferentes, temos 

a “competição interespecífica”. Ambas as formas de competição são relações 
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ecológicas desarmônicas que atuam como fator limitante das populações envolvidas, 

influenciando dessa forma a dinâmica e abundância dessas populações, bem como 

fator evolutivo, uma vez que apenas os competidores mais bem adaptados 

conseguem competir de forma mais eficiente.  

        A competição, juntamente com a predação, é uma força que atua de forma 

bastante eficiente sobre indivíduos, populações e comunidades, moldando a 

distribuição e a riqueza das espécies presentes. Como dito anteriormente, as 

espécies, ao buscarem acesso aos recursos, diminuem sua disponibilidade para 

outros indivíduos, ou mesmo esgotam suas quantidades, e essa escassez pode 

determinar o aumento da intensidade da competição nas comunidades [8]. É o que 

Wilson e Tilman demonstram em um estudo [65] onde analisam a intensidade da 

competição por nutrientes do solo entre indivíduos da espécie vegetal Schizachyrium 

scoparium, tipo de gramínea nativa de Minnesota, local do estudo. Eles trataram 

durante três anos parcelas de solo arenoso, pobre em concentração de nitrogênio, 

com fertilizante rico neste componente. Depois, plantaram mudas de S. scoparium nas 

parcelas, onde observaram o crescimento da espécie sob três tratamentos, que 

continham diferentes níveis de fertilização. Após as análises, eles verificaram que os 

efeitos da competição foram maiores nas parcelas onde a concentração do nitrogênio 

era menor, o que corrobora a ideia inicial de que quanto maior a escassez de um 

recurso, maior é a competição para acesso a ele.  

         Em relação aos efeitos da competição de um organismo sobre outro, estes 

podem ser simétricos ou assimétricos. No primeiro caso, os efeitos negativos sobre 

ambas as espécies são equivalentes; no segundo, há claramente um competidor mais 

forte e um mais fraco, onde este último sofrerá todas as consequências da escassez 

de recurso para a sua sobrevivência, ou até mesmo não terá acesso a ele [64]. 

         Na natureza, de maneira geral, há a predominância de assimetria na competição 

entre as espécies [6], gerando assim uma “hierarquia competitiva”, estando no topo 

os competidores mais fortes. Esse fato tem sua maior evidência na chamada exclusão 

competitiva, proposição na qual se afirma que duas espécies, ao utilizarem um recurso 

limitante de maneira semelhante, não podem coexistir de forma indefinida, mantendo-

se constantes os demais fatores ecológicos. O competidor mais forte irá se sobressair 

na disputa, levando o mais fraco à extinção, ou mesmo forçando-o a se adaptar as 

novas condições, com mudanças comportamentais e alteração de nicho ecológico. 
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        A teoria proposta acima, conhecida como Lei de Gause [66], foi proposta pelo 

ecólogo Russo Georgyi Frantsevich Gause, na década de 1930 do século passado, e 

publicada em seu livro “The Struggle for Existence”. Gause formulou sua teoria em 

diversas observações e, em 1934, realizou um estudo experimental de competição, 

no qual observou a dinâmica de três espécies de Paramecium, um tipo de protista 

unicelular, em um microcosmo, reproduzindo um ecossistema aquático dentro de 

tubos de ensaio. A dinâmica populacional das três espécies de Paramecium (P. 

aurelia, P. bursaria, P. caudatum) foi observada, e o seguinte padrão comportamental 

foi observado: quando cultivadas em isolamento, as populações das três espécies se 

estabilizaram, atingido uma capacidade de suporte do meio; quando cultivadas aos 

pares, elas competiram entre si, dando origem a diversos resultados: P. aurelia levou 

P. caudatum à extinção, uma vez que ambas se alimentavam de bactérias; P. 

caudatum e P. bursaria coexistiram, apesar de competirem, fato devido as espécies 

utilizarem diferentes recursos alimentares (bactérias flutuantes e células de levedura, 

respectivamente), e pelo fato de as capacidades de suporte das duas espécies terem 

sido simultaneamente reduzidas. Diversos outros experimentos [67–68], semelhantes 

ao de Gause, demostraram o mesmo resultado: duas espécies competidoras, 

somente podem coexistir, se exploram nichos diferentes.  

         A competição, como dito anteriormente, desempenha um importante papel na 

dinâmica populacional das espécies em um ecossistema. No entanto, determinar 

quais são as condições que permitem que competidores coexistam, ou quais 

mecanismos levam à exclusão competitiva não é tarefa fácil [69]. A complexidade fica 

ainda maior quando levamos em consideração os efeitos do espaço na dinâmica da 

competição. Nessa tarefa investigativa, os modelos matemáticos desempenham um 

importante papel. 
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1.2 Revisão da Literatura 

 

O estudo cientifico da dinâmica de populações, através de modelos teóricos, 

tem como objetivos principais entender como as populações evoluem temporal e 

espacialmente, e quais fatores influenciam decisivamente nessa evolução [31]. Os 

campos de aplicação são os mais diversos, tais como controle de pragas, estudo do 

impacto econômico causado pelo aumento na densidade populacional, efeitos da 

predação sobre a população de presas, mecanismos evolutivos pertinentes à 

competição de espécies, dentre várias outras [4]. E esses modelos levam em 

consideração desde parâmetros básicos de uma população, como taxas de 

crescimento, de morte, de migração etc., até parâmetros que representam processos 

metabólicos e evolutivos [4]. 

Um dos primeiros modelos teóricos para uma abordagem do estudo da dinâmica 

de populações de que se tem notícia é o modelo do matemático italiano Leonardo de 

Pisa [32]. Em 1202, Fibonacci, como era conhecido, resolveu em seu livro Liber Abaci 

um problema que tratava do crescimento de uma população hipotética de coelhos, 

cujo algoritmo se baseava nos seguintes pressupostos: 

 Nenhum coelho morre no decorrer de um ano; 

 Cada casal de coelhos fica fértil depois de dois meses; 

 Cada casal gera um segundo casal por mês. 

Obviamente, esse modelo desprezava questões básicas de genética, mas sua 

solução era bastante simples, como pode se ver em sua fórmula: 

 

𝐹(𝑛) = {
0,        𝑠𝑒 𝑛 = 0;
1,       𝑠𝑒 𝑛 = 1;

𝐹(𝑛 − 1) + 𝐹(𝑛 − 2)                𝑒𝑚 𝑜𝑢𝑡𝑟𝑜𝑠 𝑐𝑎𝑠𝑜𝑠
 

 

Dessa forma começando com um casal imaturo, ou seja, 𝑎0 = 1 e 𝑎1 = 1, surgirá uma 

sequência, conhecida como sequência de Fibonacci, que é a seguinte: 

 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ⋯      (2) 

 

(1) 



 

 

 

30 

Obviamente, este modelo era demasiado simples, e ignorava uma questão primordial: 

a dinâmica de uma população é regulada, de forma geral, por fatores de aumento 

(nascimentos, imigrações, etc.) e de diminuição (morte de indivíduos, emigrações, 

etc.). Seguindo essa lógica, em 1798, o economista britânico Thomas Malthus propõe 

um modelo teórico em seu trabalho, onde ele defende que uma população de 

indivíduos cresceria em progressão geométrica, enquanto os meios (recursos) para a 

sua sobrevivência cresceria em progressão aritmética [33]. Seu modelo, ainda, 

considera apenas fatores de nascimento e morte, que são considerados proporcionais 

à população inicial 𝑁(𝑡), e é representado pela seguinte equação: 

 

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑎𝑁(𝑡) − 𝑏𝑁(𝑡)     (3) 

 

Onde 𝑎 e 𝑏 são, respectivamente, as taxas de natalidade e mortalidade, ambas 

constantes positivas. A solução da equação é: 

 

𝑁(𝑡) = 𝑁0𝑒(𝑎−𝑏)𝑡 

 

De onde podemos inferir que se: 

 

𝑎 − 𝑏 = {

> 0,   𝑎 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎çã𝑜 𝑐𝑟𝑒𝑠𝑐𝑒𝑟á 𝑖𝑛𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑖𝑑𝑎𝑚𝑒𝑛𝑡𝑒;
< 0,   𝑎 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎çã𝑜 𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑟á 𝑒𝑚 𝑒𝑥𝑡𝑖𝑛çã𝑜;

0,   𝑎 𝑝𝑜𝑝𝑢𝑙𝑎çã𝑜 𝑓𝑖𝑐𝑎𝑟á 𝑒𝑚 𝑒𝑞𝑢𝑖𝑙í𝑏𝑟𝑖𝑜.
 

 

Para tempos não muito grandes, o modelo proposto se ajusta estatisticamente bem 

em vários exemplos existentes na literatura. Porém, para tempos muito grandes, o 

modelo torna-se bastante irreal, uma vez que Malthus não levou em consideração que 

o sistema ecológico imporá limitações de água, alimento, espaço, o que obrigará a 

população a manter-se estável em um limite, que seria a capacidade suportada pelo 

meio físico. Embora bastante criticado à época exatamente por este motivo, o modelo 

(4) 
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de Malthus foi o primeiro matematicamente consistente a analisar a dinâmica de uma 

população real. 

Em 1838, o matemático belga Pierre François Verhulst propõe um modelo de 

crescimento, onde considera que um processo de limitação do ambiente deve atuar 

quando a população se torna muito grande [34]. Ele pressupõe que os recursos são 

limitados e que a taxa de crescimento é proporcional a população em cada instante, 

e não constante, como Malthus havia considerado. O modelo é representado pela 

equação: 

 

𝑑𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁(𝑡) (1 −

𝑁(𝑡)

𝐾
) 

 

Nesta equação, 𝑟 e 𝐾 são constantes positivas e estão relacionadas, 

respectivamente, com o processo de crescimento e a capacidade suporte do meio. 

Verhulst batizou seu modelo, mais precisamente ao poder limitante do meio, de 

crescimento logístico. Na figura 1.5, vemos uma solução para a equação de Verhulst. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 1.5: Solução geral da equação de Verhulst, com os parâmetros 𝑟 = 0.8, 𝐾 = 8.0, para 
vários valores iniciais do número de indivíduos de uma determinada população. É visível como 
a capacidade K limita o número de indivíduos. Figura retirada de [35]. 

 
 

(5) 
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O modelo Logístico ainda é aplicado à previsões de populações, desde que não 

se observem perturbações ao longo do tempo, tais como guerras, epidemias, entre 

outras. 

O primeiro modelo matemático que se propôs a estudar um sistema ecológico 

formado por duas populações, foi proposto em 1925, de forma independente pelo 

físico-matemático italiano Vito Volterra e o biofísico americano Alfred James Lotka 

[36,37]. Volterra desenvolveu o modelo, tomando como base os dados da pesquisa 

do zoologista Umberto D’ancona [38], que havia estudado estatisticamente o aumento 

na população de tubarões e a diminuição nas populações de outras espécies de 

peixes no Mar Adriático, durante a primeira guerra mundial. Lotka publicou a mesma 

modelagem feita por Volterra, em seu trabalho intitulado Elements of Physical Biology, 

descrevendo a interação entre uma população de presas e outra de predadores. O 

modelo de Lotka-Volterra, como ficou conhecido, é representado pelo par de 

equações diferenciais não-lineares de primeira ordem, descrevendo a relação entre 

presas e predadores da seguinte forma: 

 

{

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑎𝑁 − 𝛼𝑁𝑃

𝑑𝑃

𝑑𝑡
= −𝑏𝑃 − 𝛽𝑁𝑃

 

 

Onde 𝑁(𝑡) e 𝑃(𝑡) representam, respectivamente, as populações de presas e 

predadores. 

O modelo de Lotka- Volterra, junto de suas inúmeras variações existentes na 

literatura [39-41], é considerado como uma das mais importantes contribuições no 

estudo científico da dinâmica das populações. Porém, este modelo desconsidera 

completamente o papel do espaço na dinâmica de um sistema presa-predador, por 

considerar que as interações são suficientemente aleatórias. Assim, fatores como a 

heterogeneidade ambiental e as variações locais na densidade populacional não são 

levados em conta. No entanto, esses fatores podem desempenhar papel relevante na 

evolução do sistema ecológico, e devem ter seus efeitos avaliados, antes de se pensar 

em não incluí-los na análise [42]. 

Um exemplo de variação do modelo de Lotka-Volterra pode ser encontrado no 

artigo de Dubey [43], onde ele propõe um modelo matemático para analisar a 

(6) 
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influência de áreas reservadas na dinâmica de um sistema presa-predador. No 

estudo, seu ecossistema é dividido em duas áreas, as quais são designadas área livre 

e área reservada. Não é permitido aos predadores entrarem na área reservada. Na 

modelagem, 𝑥(𝑡) representa a população de presas na área livre, 𝑦(𝑡) denota a 

população de presas na área reservada e 𝑧(𝑡) representa a população de predadores 

em qualquer tempo 𝑡 > 0. Também existem parâmetros que representam taxas de 

migração entre as duas áreas distintas do habitat. São eles: 𝜎1 representa a taxa de 

migração da presa da área livre para a área reservada; 𝜎2 representa a taxa de 

migração da presa da área reservada para a área livre. O crescimento das espécies 

em ambas as áreas segue o modelo logístico. A dinâmica do sistema é governada 

pelo sistema de equações diferenciais: 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥 (1 −

𝑥

𝐾
) − 𝜎1 + 𝜎2𝑦 − 𝛽1𝑥𝑧, 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑠𝑦 (1 −

𝑦

𝐿
) + 𝜎1𝑥 − 𝜎2𝑦, 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝑄(𝑧) − 𝛽0𝑧, 

 

Onde 𝑟 e 𝑠 representam, respectivamente, as taxas de crescimento da presa na área 

livre e na área reservada; 𝐾 e 𝐿 são suas respectivas capacidades de suporte; 

𝛽1 representa a taxa de esgotamento da presa no encontro com o predador e 𝛽0 

denota a taxa de morte do predador. No modelo, 𝑄(𝑧) representa a taxa de reprodução 

do predador, e é feita a análise para dois diferentes casos: no primeiro, a taxa de 

reprodução do predador é totalmente dependente da presa; no segundo, esta taxa é 

parcialmente dependente da presa. Nos dois casos, as análises são feitas utilizando 

a teoria de estabilidade de equações diferenciais ordinárias. Os resultados mostram 

que, na ausência do predador, a presa atinge densidade máxima em ambas as áreas. 

No caso em que a reprodução do predador é totalmente dependente, a densidade da 

presa decresce em comparação com o caso anterior. No caso de dependência parcial 

do predador, a densidade da presa decresce em relação ao caso 1, mas ela cresce 

em comparação ao caso 2, como também a densidade do predador cresce em 

comparação ao caso 2. 

(7) 

(8) 

(9 (9) 
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Até aqui, temos revisado estudos de dinâmica populacional, mais 

precisamente, dinâmica de interações do tipo presa-predador, com modelos baseados 

em equações diferenciais. Porém, outras abordagens podem ser adotadas, como por 

exemplo, modelos com estratégias baseadas em indivíduos (Individual Based Models 

– IBM) com autômato celular [44]. Os modelos com estrutura espacial baseados em 

autômatos celulares são amplamente utilizados em Ecologia [45]. 

Com esta metodologia, Morita e Tainaka [46] analisam a dinâmica de um 

sistema presa-predador em um modelo de rede, objetivando demonstrar oscilações 

sustentáveis existentes no sistema considerado. Neste estudo, o modelo apresentado 

simula um ecossistema contendo uma espécie de presa (representada por 𝑋) e uma 

de predador (representado por 𝑌). Com 0 representando os sítios vazios, o resultado 

das interações segue a seguinte dinâmica: 

 

𝑋 + 𝑌 → 2𝑌    (𝑎) 

𝑋 + 0 → 2𝑋     (𝑏) 

𝑌 → 0    (𝑐) 

 

O processo representado em (a) indica que a presa é consumida pelo predador (isto 

acontece com taxa 1); em (b), a presa se reproduz no sítio vazio com taxa 𝑟; em (c), 

temos o processo de morte do predador, que ocorre com taxa 𝑚. Os métodos de 

interações na rede e de campo médio foram utilizados nas simulações. No primeiro 

caso as interações são locais, ou seja, apenas com os vizinhos mais próximos. No 

segundo, as interações são globais. 

As análises realizadas indicam, como resultado, que se o número total de sítios 

𝑁 for muito grande, a dinâmica populacional obtida por ambos os métodos utilizados 

aproxima-se de um ponto de equilíbrio. Do contrário, com 𝑁 pequeno, oscilações 

estáveis aparecem no sistema. 

     Em um estudo que visa analisar os efeitos da heterogeneidade ambiental sobre 

um sistema presa-predador, Lee [47] constrói um modelo de rede, o qual representa 

um ecossistema constituído de uma espécie de predador, uma de presa e grama 

(recurso), representando o primeiro nível trófico (produtor). Neste ambiente, presas e 

predadores movem-se aleatoriamente na rede e a grama cresce com uma certa 
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probabilidade. A heterogeneidade do ambiente é simulada através do modelo neutro 

[48-49]. 

Após as simulações, como principal resultado, foi verificado que para todas as 

combinações de concentrações iniciais das espécies, os coelhos e a grama 

sobreviveram, enquanto os lobos ficaram fortemente dependentes dos valores das 

concentrações iniciais. Cada sítio da rede tinha um valor ℎ, que representava a 

distribuição espacial das propriedades do ambiente.  

Com o objetivo de investigar as condições em que a coexistência entre presas 

e predadores persiste em um sistema consumidor-recurso, Droz e Pekalski [50] 

propõem um modelo de rede, onde presa e predador movem-se aleatoriamente em 

um ambiente que contém uma certa proporção de sítios que servem de refúgio para 

a espécie presa. Ambas as espécies possuem uma reserva de energia, que pode ser 

aumentada (pelo consumo de grama, no caso da presa ou de uma presa, no caso do 

predador) ou diminuída, se a cada passo de tempo as espécies não se alimentarem. 

Com as análises, os autores mostram que os estados finais atingidos pelo 

sistema são dependentes da densidade inicial das populações de presas e 

predadores, como também da proporção e distribuição dos sítios-refúgio na rede.  

 Como dissemos, a predação desempenha um importante papel na 

estruturação dos ecossistemas da Terra. Portanto, identificar os mecanismos pelos 

quais esta interação ocorre facilitará o entendimento, não apenas da dinâmica 

populacional das espécies envolvidas, como também da dinâmica evolutiva dos 

organismos, já que esta é uma consequência, entre outros fatores, da pressão 

predatória [51]. 

Nesse contexto, modelos que investiguem o papel da predação sobre os 

organismos, bem como sobre as populações e, em último estágio, na comunidade, 

servirão para montar o complexo quebra-cabeça que é o cenário onde as cadeias 

alimentares estão inseridas. 

Nessa temática, os estudos sobre a dinâmica da interação consumidor-recurso 

se alicerçam em dois objetivos: explicar sobre quais condições as populações das 

duas espécies persistem em uma coexistência ou são extintas [52-53], e inferir as 

causas em que possíveis oscilações, conjuntas ou não, são observadas no sistema 

[54]. Outros estudos sobre predação, com objetivos análogos, podem ser observados 

na literatura [55-61]. 
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Ao longo dos dois últimos séculos, uma quantidade muito grande de estudos 

sobre os efeitos da competição sobre a dinâmica e abundância de populações 

ecológicas têm sido realizados. Esses estudos começam por volta de meados do 

século XIX, com a percepção de que todos os organismos tendem a se multiplicar 

exponencialmente até saturarem o ambiente, alcançando, assim a capacidade limite 

imposta pelos recursos ali disponíveis [64]. 

 Um dos primeiros estudos científicos sobre competição, embora o foco não 

tenha sido essa interação, foi feito pelo economista britânico Thomas Malthus, em 

1798, em seu trabalho Essay on the Principle of Population [33], onde ele defende a 

tese de que a população humana apresentaria um crescimento em progressão 

geométrica, enquanto os recursos disponíveis para sustentá-la apresentariam um 

crescimento em progressão aritmética. Assim, se não houvessem, segundo ele, 

mecanismos que restringissem o crescimento da população humana, o acesso aos 

recursos ficaria limitado, havendo o acirramento de uma competição para conseguir 

acesso a eles (dentro das peculiaridades da “competição humana”), reduzindo assim 

a densidade da espécie no planeta. 

 O papel da competição interespecífica entre organismos, e seus efeitos na 

dinâmica populacional das espécies envolvidas foi o tema do trabalho de A. J. Lotka 

e Vitto Volterra, em 1932 [70, 71]. No modelo proposto, a taxa de crescimento de uma 

população, definida como função da taxa intrínseca de reprodução, do número de 

indivíduos e do tempo, parte da seguinte equação logística: 

 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁 (

𝐾 − 𝑁

𝐾
), 

 

Onde o termo dentro dos parênteses representa a capacidade suporte do meio, que 

traduz-se na competição intraespecífica. Se a população é muito pequena, a taxa de 

crescimento é exponencial, como mostra a equação 13 : 

 

𝑑𝑁

𝑑𝑡
= 𝑟𝑁 

 

Por outro lado, se a população é muito grande, com 𝑁 próximo de 𝐾, então a taxa de 

crescimento da população é próxima de zero. Para incluir a competição, adiciona-se 

(10) 

(11) 
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na equação 10 os efeitos de uma segunda população, onde dessa forma, a taxa de 

crescimento de ambas as populações fica limitadas, por elas mesmas, e pela 

população competidora. Assim, obtém-se as equações abaixo: 

 

 

𝑑𝑁1

𝑑𝑡
= 𝑟1𝑁1 [

(𝐾1 − 𝑎11𝑁1 − 𝑎12𝑁2)

𝐾1
] 

𝑑𝑁2

𝑑𝑡
= 𝑟2𝑁2 [

(𝐾2 − 𝑎22𝑁2 − 𝑎21𝑁1

𝐾2
] 

 

 

A partir deste modelo, pode-se construir diagramas, conhecidos como isolinhas 

zeros, que são úteis na visualização da densidade de cada espécie do modelo. Para 

isso, tomamos as equações diferenciais nas equações 12 e 13, em condições de 

equilíbrio. Na figura 1.6, podemos observar os estados possíveis do modelo: exclusão 

da espécie 1 do sistema, exclusão da espécie 2 do sistema, coexistência estável das 

duas espécies no sistema, e um estado onde qualquer uma das duas espécies pode 

levar a outra à extinção. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(12) 

(13) 
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Figura 1.6: Modelo de Lotka-Volterra de competição interespecífica, onde podemos observar 
os estados possíveis. Figura retirada de [6]. 

 

 

O modelo de competição interespecífica de Lotka-volterra pode ser extendido 

para 𝑛 espécies envolvidas, podendo descrever dessa forma uma comunidade inteira. 

Nesta situação, a equação 13 pode ser extendida para: 

 

𝑑𝑁1

𝑑𝑡
= 𝑟1𝑁1 [

(𝐾1 − 𝑎11𝑁1 − 𝑎12𝑁2 − ⋯ − 𝑎1𝑛𝑁𝑛

𝐾1
] 

 

onde o coeficiente 𝑎1𝑛 incluído, representa as 𝑛 espécies que podem interagir com a 

espécie 1 da equação original (equação 13). 

Em 1917, o botânico inglês Arthur G. Tansley conduziu um experimento 

pioneiro em ecologia vegetal [72]. Seu trabalho descreve a competição de duas 

espécies de gálio, Galium hercynicum e Galio pumilum. O primeiro cresce em solos 

ácidos, enquanto o segundo em solos calcários. No experimento, conduzido na Grã-

Bretanha, Tansley cultivou ambas as espécies em solo ácido e calcário. Observou-se 

(14) 



 

 

 

39 

que, cultivadas separadamente, ambas as espécies cresciam nos dois tipos de solos. 

Porém, quando cultivadas juntas, apenas G. hercynicum crescia de forma satisfatória 

no solo ácido, enquanto apenas G. pumilum crescia no solo calcário. Isso reside no 

fato de que, juntas, as espécies competiam, e em cada caso estudado, uma espécie 

era favorecida em detrimento da outra, que, desfavorecida, era excluída do local, 

exatamente como preveria mais tarde Gause em sua teoria da exclusão competitiva.  

O experimento realizado por A. G. Tansley mostra que o resultado da 

competição depende do habitat onde ela ocorre, ou seja, o espaço exerce influência 

sobre as espécies competidoras, sendo um fator abiótico que tem um importante papel 

no mecanismo das interações ecológicas [73]. 

Diversos estudos têm demonstrado a importância do espaço na dinâmica das 

interações ecológicas [74-77], principalmente o papel desempenhado pela 

heterogeneidade do ambiente onde elas ocorrem. Para investigar essa importância, 

Souza Júnior, Ferreira e de Oliveira [78] propuseram um modelo para investigar os 

efeitos da heterogeneidade do habitat sobre a diversidade de espécies em um 

ambiente com competição por recursos. Neste modelo, 1000 espécies competiam, em 

uma rede quadrada contendo 𝐴 = 𝐿 × 𝐿 sítios (𝐿 = 500), por 𝑛 recursos distribuídos 

através de uma distribuição uniforme no intervalo [0,1]. A rede apresentava condições 

periódicas de contorno e as espécies competiam com diferentes habilidades para 

aproveitar os recursos alocados. Para estudar os efeitos da heterogeneidade, dividiu-

se a rede em sub-regiões, onde a quantidade de recurso disponível ficava em 

quantidades diferentes quando considerávamos cada sub-região. O número de 

recursos por sítio também foi variado, sendo analisados os casos para 3 e 10 recursos. 

Com as análises, verificou-se que os habitats com 10 recursos disponíveis 

continham mais espécies que os que apenas ofereciam 3 recursos, e que a divisão 

em sub-habitats atuava de maneira e incrementar a riqueza em espécies do 

ecossistema simulado. 

Os estudos sobre a dinâmica populacional de espécies em competição têm sido 

uma área de investigação bastante ampla, não só para ecólogos, como também 

matemáticos e físicos. Porém, demonstrar os reais efeitos da competição sobre as 

espécies não é tarefa das mais fáceis. Para isso, precisamos manipular 

experimentalmente populações (para exemplos desses estudos, ver [79- 80]) ou atuar 

sobre as condições dos recursos do ambiente (ver [81]). Os estudos de modelagem, 

neste contexto, têm um papel fundamental, pois com premissas relativamente simples 
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sobre os ecossistemas [82-83], conseguem mostrar um panorama sobre os 

mecanismos e consequências da competição sobre a dinâmica populacional das 

espécies envolvidas. 

 

 

1.3 Relação Espécie-Área 

 

 

Um dos principais objetivos dos estudos ecológicos é a compreensão de quais 

fatores atuam na regulação das populações biológicas e, dessa forma, de como esses 

fatores geram diversidade nas espécies [86]. Nesse contexto, a predação e a 

competição têm ocupado um papel de destaque em estudos que visam compreender 

como a diversidade se mantém nos ecossistemas. Como vimos, a predação e a 

competição são duas das mais estudadas relações ecológicas, e ambas 

desempenham um papel crucial na composição das espécies em uma comunidade, 

sendo um fator regulatório do aumento ou diminuição da biodiversidade nos diversos 

biomas terrestres [87,70,17,88,89].  

Contudo, quantificar a biodiversidade não é tarefa simples, e uma das medidas 

de diversidade ecológica mais utilizadas para esse fim é a relação espécie-área, que 

determina a relação entre o número de espécies em um habitat e sua área. Essa 

relação tem sido amplamente estudada, desde o último século, e mostra que o número 

de espécies tende a aumentar conforme aumenta-se o tamanho da área amostrada, 

padrão observado nas mais diferentes escalas de espaço. 

A primeira curva quantitativa da relação espécie-área foi apresentada em 1859, 

em um estudo com plantas na Grã-Bretanha [90]. Nesse estudo foi possível observar 

que o número de espécies de plantas crescia conforme a área considerada era 

aumentada (no caso, a área amostrada foi desde um pequeno pedaço de um Condado 

no sul da Inglaterra até englobar toda a Grã-Bretanha). Um gráfico com os resultados 

obtidos no estudo pode ser visto na figura 1.7. 
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Os formatos mais aceitos para a curva da relação espécie-área são a 

exponencial e a lei de potência, porém pode haver uma variação nesses formatos, 

uma vez que o tipo de amostragem sofra modificações. Costuma-se generalizar a 

relação espécie-área como uma lei de potência [92]: 

 

𝑆 = 𝑐𝐴𝑍                                                      

 

Onde a variável 𝑆 representa o número de espécies observadas, 𝐴 é o tamanho da 

área considerada, 𝑐 é uma constante que mostra a diversidade para uma unidade de 

área, obtida empiricamente, e 𝑍 é o coeficiente log-log linear. O químico sueco Olaf 

Arrhenius, em 1921, foi o primeiro, em seus estudos, a formalizar o uso da relação 

espécie-área [economia da natureza] e, desde então, diversos estudos empíricos e 

teóricos sobre a relação vem sendo desenvolvidos [93-97]. Um estudo interessante 

[98] mostra que se analisarmos duas áreas geográficas distintas, ambas de uma 

mesma comunidade, mantendo-se uma razão constante de área entre elas, verifica-

se que a razão entre o número de espécies encontradas com a relação espécie-área 

também mantém-se constante. 

 

 

 

 

Figura 1.7: Gráfico da curva espécie-área de Watson (1859) para uma população de plantas 
da Grã-Bretanha. A riqueza de espécies começou a ser quantificada no Condado de Surrey, 
até alcançar toda a extensão da ilha da Grã-Bretanha. Imagem retirada de [91].  

(15) 
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2 MODELO ESPACIAL DE INTERAÇÃO PRESA-PREDADOR EM 

RELEVOS CORRELACIONADOS 

 

 

2.1 O Modelo 

 

O nosso modelo é definido sobre uma rede bidimensional, composta por 𝐴 =

𝐿 × 𝐿 sítios, com condições periódicas de contorno, onde cada sítio representa uma 

região que pode ser ocupada por um predador, uma presa ou estar vazio. Os 

predadores se alimentam das presas, enquanto estas utilizam os recursos que estão 

disponíveis nos sítios para se reproduzirem. Os recursos são alocados na rede da 

seguinte forma: atribuímos a cada sitio 𝑆𝑖 uma capacidade 𝐶𝑖, onde 𝐶𝑖 = 𝑒−𝑥𝑖. 

Estimamos o valor de 𝑥𝑖 da seguinte forma: primeiro, escolhemos um sítio de forma 

aleatória, e obtemos um valor 𝑥 de uma distribuição normal padrão, ou seja, 𝑥~𝑁(0,1). 

Em seguida, obtemos os valores de 𝑥𝑖 de uma distribuição Gaussiana de média 𝜇 =

𝜆𝑥 e variância 𝜎2 = 1 − 𝜆2. Ou seja, 

 

𝑃(𝑥𝑖|𝑥) =
1

√2𝜋(1 − 𝜆2)
𝑒𝑥𝑝 [−

1

2

(𝑥𝑖 − 𝜆𝑥𝑗)2

1 − 𝜆2
] 

 

onde 𝜆 é o parâmetro de correlação entre a capacidade dos sítios, e ele é definido no 

intervalo [0,1]. O processo para obter os 𝑥𝑖′s continua, tomando sempre como 

referência os valores obtidos para os vizinhos mais próximos. Quando todos os sítios 

recebem o valor de 𝑥𝑖, obtemos então o valor da capacidade de cada sítio como sendo 

igual a 𝐶𝑖 = 𝑒−𝑥𝑖. Quando o valor do parâmetro de correlação 𝜆 é igual a zero, temos 

um relevo completamente descorrelacionado. Para 𝜆 igual a 1, temos um relevo 

completamente correlacionado, com todos os sítios apresentando a mesma 

capacidade. Para obtermos graus intermediários de correlação, variamos  𝜆  entre 

zero e um (0 < 𝜆 < 1). 

A dinâmica das interações se desenvolve da seguinte maneira: 

Consideramos inicialmente na rede a mesma proporção de presas, predadores e 

sítios vazios. Suas posições são definidas aleatoriamente; 

(16) 
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 Sorteamos um sítio de forma aleatória. Se ele estiver vazio, nada acontece e 

sorteamos um outro sítio; 

 Se o sítio contiver uma presa, ela morre com probabilidade  𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑎. Se ela não 

morrer e houver sítios vazios em sua vizinhança, ela se reproduz com 

probabilidade  𝑟1 e coloca sua prole em um desses sítios vazios, que é 

escolhido de forma aleatória. A probabilidade de reprodução da presa é 

dependente da quantidade de recurso disponível no sítio onde ela se encontra, 

através da equação de Monod [62]: 

 

𝑟1 =
𝐶

𝑘𝑎 + 𝐶
 

onde: 

𝐶 = capacidade do sítio; 

𝑘𝑎 = constante de meia-saturação da presa para a quantidade de recurso 

existente. 

A constante de meia-saturação representa a quantidade de recurso necessária 

para a presa alcançar a metade da sua taxa máxima de crescimento.  

 se o sitio contiver um predador, ele morre com probabilidade 𝑚. Se ele não 

morrer, um sítio em sua vizinhança é escolhido aleatoriamente e, se este 

contiver uma presa, ela será consumida pelo predador. Por fim, o predador se 

reproduzirá com probabilidade 𝑟𝑝, e colocará sua prole naquele sítio. Caso ele 

não se reproduza, o sítio ficará vazio.  

 É definido um passo de tempo quando o processo é repetido 𝐴 vezes. 

 

Na figura 2.1, pode-se ver um exemplo do tipo de rede utilizada no modelo. 

 

 

 

 

 

 

 

 

(17) 
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Nas simulações, os cinco parâmetros do modelo assumem os seguintes valores: 

 

 𝑘𝑎: 1 a 9; 

 𝑟𝑝: 0.01, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 e 0.9; 

 𝑚: 0.01; 

 𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑎: 0.06; 

 𝜆: 0, 0.25, 0.50, 0.75 e 0.99. 

 

 

2.2 Resultados 

 

O nosso estudo tem por finalidade analisar como a heterogeneidade ambiental, 

aqui gerada através da correlação espacial entre os recursos disponíveis na rede para 

a presa, atua sobre a dinâmica espaço-temporal de um sistema presa-predador. O 

parâmetro 𝜆 controla o nível de heterogeneidade do sistema, indo desde um relevo 

completamente heterogêneo (descorrelacionado, 𝜆 = 0), até um totalmente 

homogêneo (correlacionado, 𝜆 = 1). Em todas as simulações realizadas, uma rede de 

Figura 2.1: Rede composta por 36 sítios. Os sítios na cor verde representam a espécie 
presa, os pretos os predadores e os brancos representam os sítios vazios, disponíveis 
para serem ocupados por ambas as espécies. Na parte superior direita, vemos um sítio 
(com uma presa) sorteado para ser atualizado (assinalado com um x), e um círculo 
demarcando seu raio de interação local com os quatro vizinhos mais próximos 

(completamente inseridos dentro do círculo). 
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tamanho 512 × 512 (𝑁 = 262144) foi utilizada, e as médias foram obtidas a partir de 

50 simulações independentes para cada conjunto de parâmetros. Após as análises, 

verificamos que o sistema apresenta três estados finais, a saber: 

 

 Extinção do predador, com a prevalência da espécie presa em toda a rede (1); 

 Extinção das duas espécies (2), e; 

 Coexistência das duas espécies ao longo do tempo (3). 

 

O relevo gerado através da correlação dos recursos do ambiente pode ser visto 

nas figuras 2.2 e 2.3 (gerado em uma simulação), onde pode se observar a rede 

gerada para diversos valores de 𝜆 utilizados nas simulações. As capacidades em cada 

sítio representam a quantidade de recurso disponível para a espécie presa. 

 

  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

  

 

 

 

 

Figura 2.2: Relevo gerado para os valores do coeficiente de correlação 𝜆, utilizados nas 
simulações. 
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Nas figuras 2.4 e 2.5, podemos observar os diagramas de fase com os estados 

finais alcançados com cada conjunto de parâmetros para todos os valores do 

coeficiente de correlação 𝜆 utilizados nas simulações. Cada regime no diagrama de 

fases é representado pelas seguintes cores: vermelho ( ) representa a prevalência 

da presa no sistema; verde ( ) a coexistência das duas espécies ao longo do tempo; 

e preto ( ) significa a extinção de ambas as espécies do sistema.  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.4: Diagrama de Fases para 𝜆 = 0 (à esquerda) e 𝜆 = 0.25 (à direita). 

Figura 2.3: Relevo gerado para os valores do coeficiente de correlação 𝜆, utilizados nas 
simulações. 



 

 

 

47 

 

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para todos os valores de lambda utilizados nas simulações, podemos observar 

que os estados finais alcançados se assemelham no geral: para uma baixa 

probabilidade de reprodução do predador igual a 𝑟𝑝 = 0.01, apenas a presa prevalece, 

uma vez que o predador se reproduz de forma lenta, vindo a se extinguir, havendo a 

“liberação da presa” para colonizar toda a rede. Esse contexto se inverte para altas 

probabilidades de reprodução do predador (𝑟𝑝 = [0.5, 0.9]), onde o regime de extinção 

das duas espécies prevalece para todos os conjuntos de parâmetros, fato devido à 

rápida reprodução do predador, que consome todas as presas da rede, vindo 

posteriormente a se extinguir por falta de recurso alimentar. Para as taxas de 

reprodução do predador no intervalo (𝑟𝑝 = [0.1,0.3]), observamos a prevalência do 

regime de coexistência das duas espécies, e depois, para uma taxa de reprodução 

Figura 2.5: Diagrama de Fases para 𝜆 = 0.50 (à esquerda), 𝜆 = 0.75 (à direita) e 𝜆 = 0.99 
(abaixo). 
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igual a (𝑟𝑝 = 0.4), podemos observar a existência simultânea dos regimes de 

coexistência e extinção das espécies da rede, funcionando como uma zona de 

transição da coexistência para a extinção das duas espécies. 

Para uma baixa probabilidade de reprodução do predador (𝑟𝑝 = 0.01), em todas 

as simulações realizadas, a presa é a única espécie sobrevivente na rede, fato devido 

à lenta reprodução do predador, e também devido à sua probabilidade de morte (𝑚 =

0.01). Dessa forma, sua chance de morrer é maior do que a de se reproduzir, visto 

que o predador ainda precisa do encontro com a presa para a reprodução. Este 

cenário se repete em todos os casos de correlação dos recursos da rede analisados. 

Porém, conforme aumentamos o grau de correlação dos recursos, o número de 

indivíduos da espécie presa sobreviventes na rede diminui, tendo um número máximo 

em 𝜆 = 0, e um número mínimo em 𝜆 = 0.99. Esta diminuição populacional deve-se 

ao fato de que, ao aumentarmos a correlação entre a quantidade de recursos em cada 

sítio da rede, estamos tornando-a gradativamente mais homogênea e, como a 

probabilidade de reprodução da presa é dependente da quantidade de recurso 

existente em cada sítio, em uma rede mais heterogênea (𝜆 = 0) há a chance de a 

presa atingir probabilidades maiores de reprodução, uma vez que temos diferentes 

quantidades de recursos em diferentes sítios da rede. Podemos observar este cenário 

na figura 2.6, onde está apresentado o estado final da rede com a distribuição da 

população de presas para os diferentes coeficientes de correlação dos recursos da 

rede, bem como na figura 2.7, onde pode-se observar a evolução do número de 

indivíduos ao longo do tempo. 
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Figura 2.6: Estado final da rede para  𝑘𝑎 = 5 e 𝑟𝑝 = 0.01, onde pode-se perceber que o número 

de indivíduos da espécie presa sobreviventes na rede diminui ao aumentarmos o grau de 
correlação dos recursos presentes nos sítios. 

𝜆 = 0 𝜆 = 0.25 

𝜆 = 0.50 𝜆 = 0.75 

𝜆 = 0.99 



 

 

 

50 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.7: Evolução temporal das populações de presas para 𝑟𝑝 = 0.01, e alguns valores de 

𝑘𝑎 . Conforme aumentamos o valor de 𝜆 de 0 à 0.99, a população final de presas diminui ao 
longo do tempo. As séries temporais são uma média sobre as 50 simulações realizadas. 
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Na zona de transição de regimes (𝑟𝑝 = 0.4), podemos observar que, para todos 

os casos de correlação dos recursos da rede analisados, há uma diferença quanto ao 

percentual de simulações contendo o regime de extinção nas combinações de 

parâmetros utilizados (𝑘𝑎;  𝑟𝑝). Esse percentual é alto para altas probabilidades de 

reprodução da presa (𝑘𝑎 = [1,3]) e diminui conforme diminuímos a probabilidade de 

reprodução da presa (𝑘𝑎 = [4,9]). Esse cenário deve-se ao fato de que, para elevadas 

taxas de reprodução da presa, esta se reproduz de forma rápida, tornando-se mais 

abundante na rede, e o predador tem mais recurso alimentar a sua disposição. Dessa 

forma, o predador (que tem probabilidade de reprodução moderada nessa área de 

transição de regimes) consegue consumir todas as presas da rede, vindo a se 

extinguir posteriormente por falta de alimentação. Do contrário, para baixas taxas de 

reprodução da presa, esta se reproduz mais lentamente, fazendo com que sua 

abundância na rede seja menor, e deixando o predador com menor oferta de recurso 

alimentar. As presas que conseguem isolar-se na rede, longe do alcance do predador, 

mantém ao longo do tempo uma população que coexiste com a do predador, baixando 

assim o percentual de simulações com o regime de extinção. 

Ainda na zona de transição (𝑟𝑝 = 0.4), podemos observar que, para altas 

probabilidades de reprodução da presa (𝑘𝑎 = [1,3]), ao aumentarmos o grau de 

correlação dos recursos da rede (de 𝜆 = 0 à 𝜆 = 0.99), o percentual de simulações 

contendo o regime de extinção das duas espécies diminui. Este cenário deve-se ao 

fato de que, ao aumentarmos o grau de correlação dos recursos da rede, estamos 

aumentando a homogeneidade da rede e, assim, a distribuição de recursos para a 

presa vai ficando mais igualitária. Assim o predador, mesmo tendo uma probabilidade 

de reprodução moderada, não consegue eliminar todas as presas e, ao reduzir 

bastante a população de presas, tem a sua própria também reduzida, com a presa 

conseguindo manter uma população coexistindo com o predador ao longo do tempo. 

Já para baixas probabilidades de reprodução da presa (𝑘𝑎 = [7,9]), ao aumentarmos 

o grau de correlação dos recursos da rede, o percentual de simulações contendo o 

regime de extinção das duas espécies aumenta. Esse aumento deve-se ao fato de 

que, com a maior homogeneidade da rede, a distribuição dos recursos fica mais 

igualitária, e a presa tem uma baixa probabilidade de reprodução em todos os sítios 

da rede, reproduz-se de forma lenta, vindo a ser completamente extinta da rede pelo 

predador, que posteriormente extingui-se por falta de alimento. Podemos observar, na 
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figura 2.8, o estado final dos sítios da rede na zona de transição de regimes (𝑟𝑝 =

0.40) para os valores de correlação dos recursos da rede utilizados nas simulações. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.8: Estado final da rede para  𝑘𝑎 = 5 e 𝑟𝑝 = 0.40, onde podemos observar populações 

de presas (em verde) isoladas em grupo, cercadas por populações de predadores (em preto). 
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Da figura 2.8 podemos concluir que, de maneira geral, a zona de transição de 

regimes (𝑟𝑝 = 0.40) apresenta simulações com grupos de presas isoladas na rede, 

cercadas por grupos de predadores. Estes últimos, em algumas ocasiões, conseguem 

alcançar e eliminar totalmente esses grupos de presas, vindo a se extinguir 

posteriormente da rede por falta de recurso. Quando não conseguem eliminar 

totalmente esses grupos, as duas espécies então passam a coexistir ao longo do 

tempo. Há também, em raros casos, o cenário onde o predador morre antes de 

eliminar todos os grupos de presas, permitindo assim que a presa volte a colonizar o 

ecossistema. Isso ocorre somente para alguns valores de 𝜆. 

Podemos observar entre os valores do coeficiente de correlação analisados 

(𝜆 = 0  à 𝜆 = 0.99) que, em dois casos (𝜆 = 0.25 e 𝜆 = 0.99) o regime de prevalência 

da presa na rede aparece em algumas simulações na zona de transição dos regimes 

de coexistência para o de extinção das espécies (𝑟𝑝 = 0.40). Para 𝜆 = 0.25, isso ocorre 

para 𝑘𝑎 = 9 e, para 𝜆 = 0.99, isso ocorre para 𝑘𝑎 = 7 e 𝑘𝑎 = 8. No primeiro caso (𝜆 =

0.25), a distribuição de recursos da rede ainda é bastante heterogênea e, como a 

probabilidade de reprodução da presa é baixa, a presa se reproduz de forma lenta, o 

predador tem dificuldades de se alimentar, vindo a extinguir-se antes de alcançar as 

presas restantes na rede. Livre da pressão predatória, os indivíduos-presa restantes 

voltam a colonizar a rede. No segundo (𝜆 = 0.99), a rede agora é homogênea quanto 

à distribuição de recursos e, da mesma forma, a probabilidade de reprodução da presa 

é baixa para os valores da constante de meia saturação analisados (𝑘𝑎 = 7 e 𝑘𝑎 = 8). 

Assim, com a igual distribuição de recursos nos sítios, todas as presas têm iguais 

chances de reprodução e, aquelas que ficam isoladas em sítios onde o predador não 

consegue alcança-las, sobrevivem e voltam a colonizar a rede, depois da extinção do 

predador. Na figura 2.9 podemos observar a evolução temporal da população de 

presas nos três casos onde nas simulações houve a prevalência desta espécie na 

zona de transição dos regimes de coexistência para o de extinção das espécies do 

ecossistema e, na figura 2.10, o estado final da rede para as simulações onde a presa 

prevalece nos três casos citados.  
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Figura 2.9: Evolução temporal das populações de presas e predadores. À esquerda, uma das 
simulações de 𝜆 = 0.25 , 𝐾𝑎 = 9 e 𝑟𝑝 = 0.40; à direita, uma das simulações de 𝜆 = 0.99, 𝐾𝑎 =

7 e 𝑟𝑝 = 0.40 e, embaixo, uma das simulações de 𝜆 = 0.99, 𝑘𝑎 = 8 e 𝑟𝑝 = 0.40. 
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Para alguns casos do valor de correlação dos recursos da rede analisados, 

para o par de parâmetros (𝑘𝑎 = 1 e 𝑟𝑝 = 0.30) o regime de extinção das duas espécies 

aparece em algumas simulações em meio ao regime mais provável de coexistência 

das duas espécies. Esse cenário ocorre para os casos 𝜆 = 0, 𝜆 = 0.50 e 𝜆 = 0.75. 

Neste caso, a presa tem uma alta probabilidade de reprodução (𝑘𝑎 = 1), e o predador 

tem uma moderada probabilidade de se reproduzir, caso consiga se alimentar da 

presa. Aqui temos um cenário parecido com o caso da zona de transição dos regimes 

de coexistência para o de extinção das espécies (𝑟𝑝 = 0.40), onde temos na maioria 

Figura 2.10: Estado final da rede para  𝑘𝑎 = 9 e 𝑟𝑝 = 0.40 (esquerda), 𝑘𝑎 = 7 e 𝑟𝑝 = 0.40 

(direita) e 𝑘𝑎 = 8 e 𝑟𝑝 = 0.40, onde podemos observar uma das simulações onde a presa 

prevaleceu na zona de transição do regime de coexistência para o de extinção das duas 
espécies do sistema. 

𝜆 = 0.25 𝜆 = 0.99 

𝜆 = 0.99 
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das simulações grupos de presas isoladas na rede, cercadas por grupos de 

predadores (ver figura 2.8), porém com o diferencial de aqui as densidades 

populacionais de presas serem maiores, o que faz com que simulações com extinção 

das duas espécies apareçam apenas para um valor alto da probabilidade de 

reprodução da presa (𝑘𝑎 = 1). Podemos observar este cenário na figura 2.11, com o 

estado final da rede para os parâmetros citados (𝑘𝑎 = 1; 𝑟𝑝 = 0.30). 
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para um valor intermediário da probabilidade de reprodução do predador (𝑟𝑝 = 

 

𝜆 = 0 𝜆 = 0.25 

𝜆 = 0.50 𝜆 = 0.75 

𝜆 = 0.99 

Figura 2.11: Estado final da rede para  𝑘𝑎 = 1 e 𝑟𝑝 = 0.30, onde podemos observar populações 

de presas (em verde) isoladas em grupos, cercadas por populações de predadores (em preto), 
porém com densidades maiores que as do caso 𝑟𝑝 = 0.40 (ver figura 2.8). 
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Para todos os casos analisados do coeficiente de correlação dos recursos da 

rede, nas regiões de prevalência do regime de coexistência das duas espécies , para 

(𝑟𝑝 = 0.30), podemos observar que, fixado o 𝑟𝑝, ao variarmos o valor da constante de 

meia saturação da presa (𝑘𝑎), notamos que a população absoluta de presas aumenta, 

enquanto a de predadores diminui. Isso se deve ao fato de que, ao aumentarmos o 

valor de 𝑘𝑎, a probabilidade de reprodução da presa diminui, fazendo com que a 

disponibilidade de recurso alimentar diminua para o predador, tendo como 

consequência a redução em sua população. Este cenário pode ser observado nas 

figuras 2.12 e 2.13 para os casos 𝜆 = 0  e 𝜆 = 0.25. 

Também observamos que, nas regiões de prevalência do regime de 

coexistência das espécies, para (𝑟𝑝 = 0.30), para 𝜆 = 0.50 e 𝜆 = 0.75, para uma 

probabilidade de reprodução do predador fixada, a população de presas aumenta, em 

detrimento da queda da população de predadores ao variarmos o valor da constante 

de meia saturação da presa, porém os números absolutos das populações de presas 

e predadores são menores do que nos dois casos analisados anteriormente (𝜆 = 0  e 

𝜆 = 0.25). Isto se deve ao fato de a distribuição de recursos na rede estar se tornando 

mais correlacionada (homogênea) e, dessa forma, como o predador está se 

reproduzindo de forma moderada, ele tende a consumir a presa com maior facilidade, 

diminuindo a população delas, uma vez que ela está se reproduzindo de forma mais 

lenta, e posteriormente a sua própria, fenômeno bem conhecido e descrito na literatura 

[13]. Esse fato pode ser observado nas figuras 2.14 e 2.15. 

Para a correlação total da rede (𝜆 = 0.99), também podemos observar que, para 

os conjuntos de parâmetros nos quais o regime de coexistência é dominante (𝑟𝑝 =

0.30), ao aumentarmos o valor da constante de meia-saturação da presa (baixando 

assim sua probabilidade de reprodução), a população de presas aumenta, enquanto 

a de predadores diminui. Porém, para este valor de correlação dos recursos da rede, 

as populações absolutas das duas espécies alcançam o valor mais baixo, em relação 

aos outros casos analisados (𝜆 = 0, 𝜆 = 0.25, 𝜆 = 0.50 e 𝜆 = 075). Na figura 2.16, é 

possível observar este cenário. 
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Figura 2.12: Evolução temporal das populações de presas e predadores. Fixado o 𝑟𝑝 = 0.31, 

e variando-se o valor de 𝐾𝑎, para 𝜆 = 0, a população de predadores diminui e a de presas 
aumenta. 
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Figura 2.13: Evolução temporal das populações de presas e predadores. Fixado o 𝑟𝑝 = 0.31, 

e variando-se o valor de 𝐾𝑎, para 𝜆 = 0.25, a população de predadores diminui e a de presas 
aumenta. 
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Figura 2.14: Evolução temporal das populações de presas e predadores. Fixado o 𝑟𝑝 = 0.31, 

e variando-se o valor de 𝐾𝑎, para 𝜆 = 0.50, a população de predadores diminui e a de presas 
aumenta. 
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Figura 2.15: Evolução temporal das populações de presas e predadores. Fixado o 𝑟𝑝 = 0.31, 

e variando-se o valor de 𝐾𝑎, para 𝜆 = 0.75, a população de predadores diminui e a de presas 
aumenta. 
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Figura 2.16: Evolução temporal das populações de presas e predadores. Fixado o 𝑟𝑝 = 0.31, 

e variando-se o valor de 𝐾𝑎, para 𝜆 = 0.99, a população de predadores diminui e a de presas 
aumenta. 
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           Na figura 2.17, podemos ver o comportamento médio da população de presas 

e predadores em função do coeficiente de correlação dos recursos da rede (𝜆), para 

um conjunto de parâmetros do sistema (𝑘𝑎 = 8 e 𝑟𝑝 = 0.11). Percebemos que, para o 

conjunto dado, a média populacional de presas tende a cair, conforme aumentamos o 

grau de correlação dos recursos da rede, enquanto a média populacional dos 

predadores tende a aumentar. Este cenário é esperado, uma vez que estamos 

passando de um sistema heterogêneo (𝜆 = 0), para um homogêneo (𝜆 = 0.99), o que 

permite, segundo a literatura, que o predador tenha uma maior facilidade em capturar 

a presa em ambientes mais homogêneos. 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Como dito anteriormente, para um valor do coeficiente de correlação igual a 

 𝜆 = 0, temos um relevo descorrelacionado, ou seja, todos os sítios da rede possuem 

capacidades diferentes. E para 𝜆 = 0.99, temos um relevo correlacionado, ou seja, os 

sítios possuem quantidades de recurso muito próximas. Assim, no primeiro caso, 

temos uma rede heterogênea e, no segundo, uma rede quase homogênea. Nas 

figuras 2.18, 2.19 e 2.20, podemos observar um dos estados finais da rede para todos 

os valores do coeficiente de correlação dos recursos utilizados nas simulações (𝜆 =

0, 0.25, 0.50, 0.75 ,0.99). 

Figura 2.17: Media Populacional em função do valor do coeficiente de correlação (𝜆), para 

𝐾𝑎 = 8 e 𝑟𝑝 = 0.10. 
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Figura 2.18: Estado final da rede para: à esquerda, 𝜆 = 0, 𝐾𝑎 = 6 𝑒 𝑟𝑝 = 0.20; à direita, 𝜆 =

0.25, 𝐾𝑎 = 6 e 𝑟𝑝 = 0.20. 

Figura 2.19: Estado final da rede para: à esquerda, 𝜆 = 0.50, 𝐾𝑎 = 6 𝑒 𝑟𝑝 = 0.20; à direita, 𝜆 =

0.75, 𝐾𝑎 = 6 e 𝑟𝑝 = 0.20. 
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Nas redes apresentadas nas figuras 2.18, 2.19 e 2.20, também podemos notar 

que as populações de presas diminuem, conforme aumentamos o grau de correlação 

dos recursos da rede. Como já mencionado, em um sistema heterogêneo, as presas 

tendem a ter maiores oportunidades de sobrevivência, uma vez que a distribuição de 

recursos, por ser totalmente descorrelacionada, permite que a presa encontre várias 

regiões onde ela pode se adaptar, e se reproduzir de forma proveitosa, fato que fica 

mais difícil em uma rede correlacionada, pois a distribuição de recursos é bem 

homogeinizada. 

 

 

 

2.3    Relevo Fractal 

 

 

Com a finalidade de buscar uma melhor compreensão sobre os mecanismos 

que determinam a dinâmica populacional na interação presa-predador, realizamos um 

outro conjunto de simulações em um ecossistema diferente do primeiro caso 

analisado. Aqui, simulamos o movimento Browniano fracionário para a distribuição de 

recursos na rede. 

Figura 2.20: Estado final da rede para 𝜆 = 0.99, 𝐾𝑎 = 6 𝑒 𝑟𝑝 = 0.20. 
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Dá-se o nome de movimento Browniano a um processo estocástico, contínuo 

no tempo, que possui incrementos independentes com uma distribuição gaussiana. 

Foi descrito pela primeira vez pelo botânico Robert Brown, em 1828, enquanto 

estudava o movimento de grãos de pólen imersos em água [100]. Porém, somente em 

1905, Albert Einstein elucida em seu artigo a verdadeira natureza desse movimento, 

o que representou um grande avanço para a Física e Química [101]. 

Um movimento Browniano fracionário 𝑉𝐻(𝑡), é uma função de uma variável 𝑡, 

que normalmente é o tempo, e seus incrementos 

 

𝑉𝐻(𝑡2) − 𝑉𝐻(𝑡1) 

 

tem distribuição Gaussiana com variância 

 

< |𝑉𝐻(𝑡2) − 𝑉𝐻(𝑡1)|2
>∝ |𝑡2 − 𝑡1|2𝐻

 

 

onde a quantidade entre os <   > denota médias de conjuntos em muitas amostras de 

𝑉𝐻(𝑡) e o parâmetro 𝐻, expoente de Hurst, varia entre 0 < 𝐻 < 1 [99]. Utilizando este 

processo, produzimos um relevo irregular, no qual o expoente de Hurst determina a 

rugosidade do relevo: quanto mais próximo de zero estiver o expoente, mais irregular 

será a superfície (anti-correlacionada); mais próximo de 1, a superfície gerada será 

mais suave (correlacionada). Com um expoente igual a meio, 𝐻 = 1
2⁄ , teremos um 

movimento Browniano. 

 O movimento Browniano fracionário tem sido aplicado em diversas áreas, tais 

como mercados financeiros, processos de difusão, e também como gerador de 

paisagens fractais [102,103,104], ferramenta muito usada em computação gráfica.  

 

 

2.4    Resultados 

 

 

O nosso estudo tem por finalidade analisar como a heterogeneidade ambiental, 

aqui gerada através da correlação espacial entre os recursos disponíveis na rede para 

a presa, atua sobre a dinâmica espaço-temporal de um sistema presa-predador. O 

(18) 

(19) 
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expoente 𝐻, como dito anteriormente, controla o nível de heterogeneidade do sistema, 

indo desde um relevo completamente heterogêneo (anticorrelacionado, 𝐻 = 0.01), até 

um quase totalmente homogêneo (correlacionado, 𝐻 = 0.99). Em todas as simulações 

realizadas, uma rede de tamanho 512 × 512 (𝑁 = 262144) foi utilizada, e as médias 

foram obtidas a partir de 50 simulações independentes para cada conjunto de 

parâmetros. A dinâmica das interações, análoga à do modelo anterior, se desenvolve 

da seguinte maneira: 

Consideramos inicialmente na rede a mesma proporção de presas, predadores e 

sítios vazios. Suas posições são definidas aleatoriamente. 

 Sorteamos um sítio de forma aleatória. Se ele estiver vazio, nada acontece e 

sorteamos um outro sítio; 

 Se o sítio contiver uma presa, ela morre com probabilidade  𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑎. Se ela não 

morrer e houver sítios vazios em sua vizinhança, ela se reproduz com 

probabilidade  𝑟1 e coloca sua prole em um desses sítios vazios, que é 

escolhido de forma aleatória. A probabilidade de reprodução da presa é 

dependente da quantidade de recurso disponível no sítio onde ela se encontra, 

através da equação de Monod [62]: 

 

𝑟1 =
𝐶

𝑘𝑎 + 𝐶
 

onde: 

𝐶 = capacidade do sítio; 

𝑘𝑎 = constante de meia-saturação da presa para a quantidade de recurso 

existente. 

A constante de meia-saturação representa a quantidade de recurso necessária 

para a presa alcançar a metade da sua taxa máxima de crescimento.  

 se o sitio contiver um predador, ele morre com probabilidade 𝑚. Se ele não 

morrer, um sítio em sua vizinhança é escolhido aleatoriamente e, se este 

contiver uma presa, ela será consumida pelo predador. Por fim, o predador se 

reproduzirá com probabilidade 𝑟𝑝, e colocará sua prole naquele sítio. Caso ele 

não se reproduza, o sítio ficará vazio.  

 É definido um passo de tempo quando o processo é repetido 𝐴 vezes. 

 

(17) 
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Nas simulações, os cinco parâmetros do modelo assumem os seguintes valores: 

 

 𝑘𝑎: 1 a 9; 

 𝑟𝑝: 0.01, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8 e 0.9; 

 𝑚: 0.01; 

 𝑚𝑝𝑟𝑒𝑠𝑎: 0.06; 

 𝐻: 0.01, 0.5 e 0.99. 

 

 

Após as análises, verificamos que o sistema apresenta três estados finais, a saber: 

 

 Extinção do predador, com a prevalência da espécie presa em toda a rede (1); 

 Extinção das duas espécies (2), e; 

 Coexistência das duas espécies ao longo do tempo (3). 

 

O relevo rugoso gerado para cada valor do expoente 𝐻 utilizado pode ser visto na 

figura 2.21.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 2.21: Relevo gerado para os valores do expoente de Hurst (𝐻), utilizados nas 
simulações. 
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Na figura 2.22 , podemos observar os diagramas de fase com os estados finais 

alcançados com cada conjunto de parâmetros para todos os valores do expoente de 

Hurst utilizados nas simulações. Cada regime no diagrama de fases é representado 

pelas seguintes cores: vermelho ( ) representa a prevalência da presa no sistema; 

verde ( ) a coexistência das duas espécies ao longo do tempo; e preto ( ) significa 

a extinção de ambas as espécies do sistema.  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para uma probabilidade de reprodução do predador igual à 𝑟𝑝 = 0.01, apenas 

a espécie presa permanece no sistema, para os três casos do expoente de Hurst 

analisados. Com uma probabilidade de morte igual a 𝑚 = 0.01, o predador morre mais 

rapidamente do que consegue se reproduzir, vindo dessa forma à extinguir-se do 

sistema. Uma exceção à essa regra ocorre para 𝐻 = 0.01, onde, para uma constante 

Figura 2.22: Diagrama de Fases para 𝐻 = 0.01 (à esquerda), 𝐻 = 0.5 (à direita) e 𝐻 = 0.99 
(abaixo). 
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de meia-saturação da presa igual a 𝑘𝑎 = 9 (ver figura 2.22), figura o regime de 

extinção das duas espécies em algumas das simulações realizadas. Para este valor 

de 𝑘𝑎, a probabilidade de reprodução da presa é muito baixa, o que faz com que ela 

se reproduza lentamente e, como o ataque do predador não é a sua única forma de 

morrer, e também as quantidades de recursos geradas pelo relevo são pequenas, a 

presa não consegue se manter na rede, vindo a se extinguir do ambiente, mesmo com 

seu predador já extinto. Podemos observar esse fato na figura 2.23. 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.23: Estado final da rede para  𝑘𝑎 = 9 e 𝑟𝑝 = 0.01, para 𝐻 = 0.01 (esquerda), 𝐻 = 0.5 

(direita) e 𝐻 = 0.99 (abaixo), onde pode-se perceber que o número de indivíduos da espécie 

presa sobreviventes na rede aumenta ao aumentarmos o valor do expoente de Hurst. 
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Podemos observar, pela figura 2.23, que a população de presas sobreviventes 

na rede é pequena nos três casos analisados (𝐻 = 0.01, 𝐻 = 0.5 e 𝐻 = 0.99), porém é 

ainda menor para o caso 𝐻 =0.01, o que faz com que, pelas características descritas 

anteriormente, a presa venha a se extinguir da rede em algumas simulações para este 

valor do expoente de Hurst. Podemos ver um caso desses na figura 2.24. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para uma probabilidade de reprodução do predador igual a 𝑟𝑝 = 0.10, podemos 

observar a prevalência do regime de coexistência das duas espécies nos três casos 

analisados do expoente de Hurst. Para os casos 𝐻 = 0.5 e 𝐻 = 0.99, essa prevalência 

se dá para quase todos os valores da constante de meia saturação da presa, exceto 

para o caso 𝑘𝑎 = 9, onde o regime de prevalência da presa é o dominante. Para 

𝐻 =0.01, o regime de prevalência da presa domina o conjunto das simulações para 

baixas probabilidades de reprodução da presa (altos valores da constante de meia-

saturação da presa, 𝑘𝑎 = [7,9]). Isso se deve ao fato de que, como a presa se reproduz 

mais lentamente, ela mantém uma população reduzida ao longo do tempo e o 

predador é extinto do sistema antes de alcançar as presas esparsas na rede. 

Podemos observar esse fato na figura 2.25. 

 

Figura 2.24: Evolução temporal das populações de presas e predadores para 𝐻 = 0.01, 𝑟𝑝 =

0.01, e 𝑘𝑎 = 9. Podemos observar que a população de presa extingui-se do sistema mesmo 
após a extinção do predador. 
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Para os casos 𝐻 = 0.5 e 𝐻 = 0.99, a prevalência do regime de presa, como dito 

anteriormente, se verifica apenas para 𝑘𝑎 = 9, por motivos análogos ao do caso 𝐻 =

0.01, que se verifica para o valores de 𝑘𝑎 iguais a 7, 8 e 9. A diferença ocorre no fato 

de que, para os primeiros casos, a distribuição de recursos permite que, mesmo para 

baixas probabilidades de reprodução da presa, ela consiga manter uma população 

persistente ao longo do tempo, suprindo assim a população de predadores com 

recurso , o que resulta na coexistência ao longo do tempo das duas espécies. Para o 

caso 𝑘𝑎 = 9, podemos observar melhor, na figura 2.26, a semelhança do ocorre para 

𝐻 = 0.01, só que nos casos 𝐻 = 0.5 e 𝐻 = 0.99. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.25: Estado final da rede para 𝐻 = 0.01: 𝑘𝑎 = 8 e 𝑟𝑝 = 0.10 (esquerda) e 𝑘𝑎 = 9 e 𝑟𝑝 =

0.10 (direita), onde pode-se perceber que o número de indivíduos da espécie presa 

sobreviventes na rede é reduzido. 
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Para o caso de probabilidade de reprodução do predador igual a 𝑟𝑝 = 0.20, 

podemos notar uma ampliação da área do regime de coexistência nos três casos 

analisados (𝐻 = 0.01, 𝐻 = 0.5 e 𝐻 = 0.99), em relação à 𝑟𝑝 = 0.10. Para o valor do 

expoente de Hurst 𝐻 = 0.01, para 𝑘𝑎 = 8, temos o regime de prevalência da presa 

dominando o conjunto de simulações, e para 𝑘𝑎 = 9, o regime de extinção é o que 

prevalece. Para esses dois valores de 𝑘𝑎, a probabilidade de reprodução da presa é 

baixa, o que faz com que as populações desta espécie sejam reduzidas ao longo do 

tempo e,  como para  𝑘𝑎 = 9  a população de presa é menor do que para 𝑘𝑎 = 8, para 

𝑘𝑎 = 9 a população de presas é extinta da rede na maior parte do conjunto de 

simulações realizadas. Podemos observar as reduzidas populações de presas na 

figura 2.27. Para os valores 𝐻 = 0.5 e 𝐻 = 0.99, o regime de coexistência das duas 

espécies ao longo do tempo prevalece nas simulações realizadas para todos os 

valores da constante de meia-saturação da presa, com a diferença de que, para 𝐻 =

0.5, no caso 𝑘𝑎 = 9, o regime de prevalência da presa figura no conjunto de 

simulações e, para 𝐻 = 0.99, no mesmo valor da constante de meia-saturação, 

algumas simulações com o regime de extinção aparecem. Nesses dois casos ambas 

as populações, presa e predador, são reduzidas, porém, para 𝐻 = 0.99, a população 

Figura 2.26: Estado final da rede para 𝐻 = 0.5, 𝑘𝑎 = 9 e 𝑟𝑝 = 0.10 (esquerda) e 𝐻 = 0.99, 𝑘𝑎 =

9 e 𝑟𝑝 = 0.10 (direita), onde pode-se perceber que o número de indivíduos da espécie presa 

sobreviventes na rede é reduzido. 
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de presas é um pouco maior, permitindo ao predador alimentar-se de todas as presas, 

vindo a extinguir-se por falta de recurso. Podemos observar esse contexto na figura 

2.28. 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.27: Estado final da rede para 𝐻 = 0.01: 𝑘𝑎 = 8 e 𝑟𝑝 = 0.20 (esquerda) e , 𝑘𝑎 = 9 e 𝑟𝑝 =

0.20 (direita), onde pode-se perceber que o número de indivíduos da espécie presa 

sobreviventes na rede é reduzido. 

Figura 2.28: Estado final da rede para 𝐻 = 0.5, 𝑘𝑎 = 9 e 𝑟𝑝 = 0.20 (esquerda) e 𝐻 = 0.99,  𝑘𝑎 =

9 e 𝑟𝑝 = 0.20 (direita), onde pode-se perceber populações de presa e predador coexistindo, 

porém com números de indivíduos bem reduzidos. 
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Agora, com o predador se reproduzindo com uma probabilidade de 𝑟𝑝 = 0.30, o 

regime de coexistência da presa e do predador ao longo do tempo ainda é o dominante 

nas simulações realizadas, isso podendo ser verificado em todos os valores da 

constante de meia-saturação analisados (casos 𝐻 = 0.5 e 𝐻 = 0.99) e, para o caso 

𝐻 = 0.01, o regime de prevalência da presa é o dominante para 𝑘𝑎 = 8 e, para 𝑘𝑎 = 9, 

o regime de extinção se sobressai sobre o anterior. Para esses valores de 𝑘𝑎, a 

probabilidade de reprodução da presa é baixa, fazendo com que sua população seja 

reduzida. No caso 𝑘𝑎 = 9, como podemos observar na figura 2.29, essa população é 

ainda mais reduzida, fazendo com que na maioria do conjunto de simulações, a presa 

seja extinta da rede, mesmo com o predador já extinto. 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para as probabilidades de reprodução do predador iguais a 𝑟𝑝 = 0.40 e 𝑟𝑝 =

0.50, temos uma “área de transição” do regime de coexistência enquanto regime 

dominante, para um regime de extinção dominante no conjunto das simulações 

realizadas. Isto pode ser observado nos três casos analisados do expoente de Hurst. 

Figura 2.29: Estado final da rede para 𝐻 = 0.01: 𝑘𝑎 = 8 e 𝑟𝑝 = 0.30 (esquerda) ; 𝑘𝑎 = 9 e 𝑟𝑝 =

0.30 (direita), onde pode-se perceber populações de presa reduzidas, porém bem mais 

reduzida para 𝑘𝑎 = 9. 
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Para 𝑟𝑝 = 0.40, para uma alta probabilidade de reprodução da presa (𝑘𝑎 = 1),como 

também para uma baixa probabilidade de reprodução (𝑘𝑎 = 9) podemos observar que 

o regime de extinção é o dominante para os casos  𝐻 = 0.01 e 𝐻 = 0.5, o que não 

ocorre para o caso 𝐻 = 0.99, onde o regime de coexistência prevalece no conjunto de 

simulações realizadas. Como podemos observar na figura 2.30, esse contexto deve-

se ao fato de que, para o caso 𝐻 = 0.01 e 𝐻 = 0.5, as populações de presa estão 

esparsas em pequenos grupos na rede, cercadas de predadores, o que permite que, 

na maior parte das simulações, o predador consiga consumir todas as presas, vindo 

a morrer por falta de recurso. Já para 𝐻 = 0.99, percebemos que as presas também 

estão em grupos espalhadas pela rede, porém com populações um pouco maiores, e 

com áreas mais livres da pressão predatória, o que permite que ela venha a coexistir 

com o predador ao longo do tempo na maior parte do conjunto de simulações 

realizadas.  

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Figura 2.30: Estado final da rede para 𝐻 = 0.01, 𝑘𝑎 = 1 e 𝑟𝑝 = 0.40 (esquerda) ; 𝐻 = 0.5, 𝑘𝑎 =

1 e 𝑟𝑝 = 0.40 (direita) e  𝐻 = 0.99, 𝑘𝑎 = 1 e 𝑟𝑝 = 0.40 (abaixo), onde pode-se perceber 

populações de presa (em verde) e predadores (em preto) coexistindo. 
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Para 𝑟𝑝 = 0.50, podemos observar de fato a transição do regime de coexistência 

para o de extinção das duas espécies, fato observado nos três casos do expoente de 

Hurst analisados nas simulações. Essa transição é mais “suave” no caso 𝐻 = 0.5 e 

𝐻 = 0.99, e mais “abrupta” no caso 𝐻 = 0.01, principalmente nos casos extremos do 

valor da constante de meia-saturação da presa (𝑘𝑎 = [1,2] e 𝑘𝑎 = [7,9]). Para este 

último caso do valor do expoente de hurst, o relevo é bem heterogêneo quanto a 

distribuição de recursos, permitindo que haja regiões com grandes quantidades, como 

regiões de pouca quantidade, o que pode dificultar a reprodução da presa, permitindo 

que o predador venha a extinguí-la do ecossistema. Nos outros casos analisados do 

expoente de Hurst, o relevo tende a ser mais homogeinizado, com uma distribuição 

mais igualitária de recursos, o que permite a presa a coexistir com ao predador em 

uma parte do conjunto de simulações realizadas. Para os valores mais altos da 

reprodução do predador (𝑟𝑝 = [0.6; 0.9]), apenas o regime de extinção é observado no 

sistema. 

Ao analisarmos as populações absolutas de presas e predadores nas regiões 

onde as duas espécies coexistem ao longo do tempo na maior parte do conjunto de 

simulações realizadas para a dupla de parâmetros (𝑟𝑝;𝑘𝑎), 𝑟𝑝 = [0.10,0.30], podemos 

observar que, para uma alta probabilidade de reprodução da presa, temos uma maior 

população absoluta de presa para o caso 𝐻 = 0.99, e de predadores para o caso 𝐻 =

0.01. Como a presa se reproduz de forma eficiente, o predador tem recurso alimentar 

abundante a disposição, principalmente no caso 𝐻 = 0.01, pois para esse valor do 

expoente de Hurst, a distribuição de recursos é bastante heterogênea, propiciando à 

presa maiores oportunidades de recurso para a sua reprodução. Dessa forma, ela 

atinge uma população inicial alta, e decai pela pressão predatória, permitindo ao 

predador alcançar uma alta população final. Já no caso de uma baixa probabilidade 

de reprodução da presa, observamos uma maior população absoluta desta espécie 

para o caso 𝐻 = 0.01, e de predadores para o caso 𝐻 = 0.99. Como aqui a presa se 

reproduz de forma mais lenta, ela apresenta população inicial baixa, causando assim 

uma escassez de recurso ao predador, que tem sua população decaída ao longo do 

tempo, principalmente no caso 𝐻 = 0.01, com a rede bastante heterogênea. Para esse 

valor do expoente de Hurst, a presa consegue atingir uma alta população final, pois a 

distribuição de recursos permite maiores oportunidades de reprodução. Podemos 

observar esses cenários nas figuras 2.31, 2.32, 2.33, 2.34, 2.35 e 2.36 
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Figura 2.31: Evolução temporal das populações de presas e predadores para os valores de 𝐻 
utilizados nas simulações: para 𝑟𝑝 = 0.10, e 𝑘𝑎 = 1 (acima) e 𝑟𝑝 = 0.10 e 𝑘𝑎 = 6 (abaixo). Para 

𝑘𝑎 = 1, a população de presa é maior para 𝐻 = 0.99, e a de predador para 𝐻 = 0.01; para 

𝑘𝑎 = 6, a população de presa é maior para 𝐻 = 0.01, e a de predador para 𝐻 = 0.99. As séries 

temporais são uma média sobre as 50 simulações realizadas. 
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Figura 2.32: Estado final da rede para 𝐻 = 0.01, 𝑘𝑎 = 1 e 𝑟𝑝 = 0.10 (esquerda, em cima) 

; 𝐻 = 0.5, 𝑘𝑎 = 1 e 𝑟𝑝 = 0.10 (direita, em cima),  𝐻 = 0.99, 𝑘𝑎 = 1 e 𝑟𝑝 = 0.10 (centro, 

esquerda), 𝐻 = 0.01, 𝑘𝑎 = 6 e 𝑟𝑝 = 0.10 (centro, direita),  𝐻 = 0.5, 𝑘𝑎 = 6 e 𝑟𝑝 = 0.10 (em 

baixo, esquerda) e  𝐻 = 0.99, 𝑘𝑎 = 6 e 𝑟𝑝 = 0.10 onde pode-se perceber populações de presa 

(em verde) e predadores (em preto) coexistindo. 
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Figura 2.33: Evolução temporal das populações de presas e predadores para os valores de 𝐻 
utilizados nas simulações: para 𝑟𝑝 = 0.20, e 𝑘𝑎 = 1 (acima) e 𝑟𝑝 = 0.20 e 𝑘𝑎 = 6 (abaixo). Para 

𝑘𝑎 = 1, a população de presa é maior para 𝐻 = 0.99, e a de predador para 𝐻 = 0.01; para 

𝑘𝑎 = 6, a população de presa é maior para 𝐻 = 0.01, e a de predador para 𝐻 = 0.99. As séries 
temporais são uma média sobre as 50 simulações realizadas. 
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Figura 2.34: Estado final da rede para 𝐻 = 0.01, 𝑘𝑎 = 1 e 𝑟𝑝 = 0.20 (esquerda, em cima) 

; 𝐻 = 0.5, 𝑘𝑎 = 1 e 𝑟𝑝 = 0.20 (direita, em cima),  𝐻 = 0.99, 𝑘𝑎 = 1 e 𝑟𝑝 = 0.20 (centro, 

esquerda), 𝐻 = 0.01, 𝑘𝑎 = 6 e 𝑟𝑝 = 0.20 (centro, direita),  𝐻 = 0.5, 𝑘𝑎 = 6 e 𝑟𝑝 = 0.20 (em 

baixo, esquerda) e  𝐻 = 0.99, 𝑘𝑎 = 6 e 𝑟𝑝 = 0.20 onde pode-se perceber populações de presa 

(em verde) e predadores (em preto) coexistindo. 



 

 

 

83 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 2.35: Evolução temporal das populações de presas e predadores para os valores de 𝐻 

utilizados nas simulações: para 𝑟𝑝 = 0.30, e 𝑘𝑎 = 1 (acima) e 𝑟𝑝 = 0.30 e 𝑘𝑎 = 6 (abaixo). Para 

𝑘𝑎 = 1, a população de presa é maior para 𝐻 = 0.99, e a de predador para 𝐻 = 0.01; para 

𝑘𝑎 = 6, a população de presa é maior para 𝐻 = 0.01, e a de predador para 𝐻 = 0.99. As séries 

temporais são uma média sobre as 50 simulações realizadas. 
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Figura 2.36: Estado final da rede para 𝐻 = 0.01, 𝑘𝑎 = 1 e 𝑟𝑝 = 0.30 (esquerda, em cima) 

; 𝐻 = 0.5, 𝑘𝑎 = 1 e 𝑟𝑝 = 0.30 (direita, em cima),  𝐻 = 0.99, 𝑘𝑎 = 1 e 𝑟𝑝 = 0.30 (centro, 

esquerda), 𝐻 = 0.01, 𝑘𝑎 = 6 e 𝑟𝑝 = 0.30 (centro, direita),  𝐻 = 0.5, 𝑘𝑎 = 6 e 𝑟𝑝 = 0.30 (em 

baixo, esquerda) e  𝐻 = 0.99, 𝑘𝑎 = 6 e 𝑟𝑝 = 0.30 onde pode-se perceber populações de presa 

(em verde) e predadores (em preto) coexistindo. 
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Das figuras 2.32, 2.34 e 2.36, podemos observar que, para uma alta 

probabilidade de reprodução da presa (𝑘𝑎 = 1), nos três casos do expoente de Hurst 

(𝐻) analisados, a presa consegue manter aglomerados populacionais por toda a rede, 

independentemente da probabilidade de reprodução do predador. Já para uma baixa 

probabilidade de reprodução da presa (𝑘𝑎 = 6), as populações desta espécie tendem 

a aglomerar-se em regiões específicas da rede, onde a quantidade de recurso 

disponível é mais favorável à sua reprodução, causando uma queda acentuada na 

população do predador, devido à falta de recurso alimentar para esta espécie. 

De maneira geral, podemos constatar que, para os valores do expoente de 

Hurst utilizados na simulações, temos uma maior riqueza em espécies para o valor 

𝐻 = 0.99, pois para essa distribuição de recursos da rede, figura a maior região de 

coexistência das duas espécies, em relação aos outros casos (𝐻 = 0.01 e 𝐻 = 0.5). 

Para 𝐻 = 0.01, o caso de distribuição de recursos mais heterogêneo, temos uma área 

de prevalência da presa para regiões de probabilidade baixa e mediana de reprodução 

do predador. Isto deve-se ao fato de que, nessas regiões, a presa está se 

reproduzindo de maneira lenta (o 𝑘𝑎 é alto), deixando assim o predador sem 

abundância de recurso, causando uma diminuição acentuada em sua população, 

vindo em um número grande de simulações a se extinguir da rede. Para 𝐻 = 0.5, 

temos um aumento da região de coexistência das duas espécies em relação ao caso 

analisado anteriormente (𝐻 = 0.01), figurando o regime de prevalência da presa para 

casos muito altos da probabilidade de reprodução desta espécie. 
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3 MODELO ESPACIAL DE COMPETIÇÃO POR RECURSOS EM 

RELEVOS CORRELACIONADOS 

 

 

 

3.1 O Modelo 

 

O nosso modelo é definido sobre uma rede bidimensional, composta por 𝐴 =

𝐿 × 𝐿 sítios, com condições periódicas de contorno, onde cada sítio representa uma 

região que pode ser ocupada por uma espécie ou estar vazio. Atribuímos a cada sítio 

𝑆𝑖, 10 capacidades 𝐶𝑖𝑗, 𝑗 = [1, . . . ,10], que correspondem as quantidades de recurso 

disponíveis para a espécie que ocupará aquele sítio. Para cada recurso 𝑗, estimamos 

sua quantidade no sítio 𝑆𝑖 da seguinte forma: primeiro, escolhemos um sítio de forma 

aleatória, e obtemos 𝑥𝑗 de uma distribuição normal padrão, ou seja, 𝑥𝑗~𝑁(0,1). Em 

seguida, obtemos os valores de 𝑥𝑖 de uma distribuição Gaussiana de média 𝜇 = 𝜆𝑥𝑗 e 

variância 𝜎2 = 1 − 𝜆2. Ou seja, 

 

 

𝑃(𝑥𝑖|𝑥𝑗) =
1

√2𝜋(1 − 𝜆2)
𝑒𝑥𝑝 [−

1

2

(𝑥𝑖 − 𝜆𝑥𝑗)2

1 − 𝜆2
] 

 

Onde  𝜆 é o parâmetro de correlação entre a capacidade dos sítios, e ele é definido 

no intervalo [0,1]. Por fim, obtemos o valor das capacidades dos sítios como sendo 

igual a 𝐶𝑖 = 𝑒−𝑥𝑖. 

Quando o valor do parâmetro de correlação 𝜆 é igual a zero, temos um relevo 

completamente descorrelacionado. Quando 𝜆 é igual a 1, temos um relevo 

completamente correlacionado, com todos os sítios apresentando a mesma 

capacidade. Para obtermos graus intermediários de correlação, variamos 𝜆  entre zero 

e um (0 < 𝜆 < 1). A figura 3.1 esquematiza a obtenção dos sítios correlacionados do 

modelo. 

 

 

(17) 
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Cada espécie 𝐾 que habita a rede é caracterizada por um conjunto de 10 

constantes de meia-saturação 𝐾𝑘𝑗. A constante de meia-saturação para um dado 

recurso representa a quantidade de recurso necessária para a espécie alcançar 

metade de sua taxa máxima de crescimento [85]. Para um pequeno valor de 𝐾𝑘𝑗, 

temos uma espécie 𝐾 como forte competidora pelo recurso 𝑗; do contrário, um grande 

valor de 𝐾𝑘𝑗, representa uma espécie 𝐾 fraca competidora para um recurso 

(capacidade) 𝐽. Cada uma das dez constantes de meia-saturação é gerada através de 

uma distribuição Gaussiana de média 1 e variância 0.01. 

Cada espécie apresenta habilidades diferentes em aproveitar os recursos, que 

são determinadas pelo fitness individual da espécie 𝐾 no sítio 𝑖, dado por: 

 

 

Figura 3.1: Esquematização da obtenção dos sítios correlacionados: Sorteamos 
um sítio de forma totalmente aleatória (sitio amarelo), atribuindo a ele 10 
capacidades através de uma distribuição Normal padrão; depois, atribuímos aos 
seus vizinhos imediatos uma capacidade obtida através de uma Normal com 

média 𝜇 = 𝜆𝑥𝑗 e variância 𝜎2 = 1 − 𝜆2. 



 

 

 

88 

𝑓𝑘𝑖 = 𝑚𝑖𝑛 (
𝐶𝑖1

𝐾𝑘1 + 𝐶𝑖1
,

𝐶𝑖2

𝐾𝑘2 + 𝐶𝑖2
, ⋯ ,

𝐶𝑖𝑛

𝐾𝑘𝑛 + 𝐶𝑖𝑛
) 

  

Cada termo no lado direito da equação acima corresponde a taxa de crescimento de 

uma espécie para um dado recurso, e o 𝑚𝑖𝑛 da equação representa a função mínimo. 

As taxas de crescimento das espécies para cada capacidade dos sítios são 

determinadas pela equação de Monod, que foi proposta para o crescimento de 

bactérias [62]. No modelo, consideramos os recursos como essenciais, sendo assim, 

utilizamos a Lei de Liebig, que atrela a taxa de crescimento à disponibilidade da 

maioria dos recursos limitantes. Como diferentes espécies possuem diferentes 

conjuntos de constantes de meia-saturação, seus fitness são diferentes, o que resulta 

em diferentes taxas reprodutivas. Dessa forma, a equação de Monod e a Lei de Liebig 

são combinadas para então descrever a competição por recursos, quando estes são 

escassos. 

A dinâmica construída no modelo é a seguinte: 

 Escolhemos um sítio da rede de forma aleatória; 

 O indivíduo de uma determinada espécie, ocupante do sítio sorteado, pode 

morrer com probabilidade 𝑚. Se ele morrer, seu sítio ficará vazio; 

 Se ele não morrer, e em sua vizinhança imediata contiver ao menos um sítio 

vazio, o indivíduo então poderá se reproduzir, dando origem a outro indivíduo 

da mesma espécie, com probabilidade igual ao seu fitness, que é dado pela 

equação (18); 

 O indivíduo gerado irá ocupar um dos sítios vazios adjacentes ao de seu 

progenitor, escolhido de forma aleatória. 

 Conta-se um passo de tempo quando esse procedimento é repetido 𝐴 vezes. 

 

Vale salientar que a vizinhança considerada no modelo é a de Von Neumman, com 

os quatro vizinhos mais próximos sendo considerados. 

 

 

3.2 Resultados 

 

(18) 
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O nosso estudo tem por finalidade analisar como a heterogeneidade ambiental, 

aqui gerada através da correlação espacial dos recursos disponíveis em um modelo 

de rede, atua sobre a dinâmica espaço-temporal de espécies competindo por 

recursos. O parâmetro  𝜆 controla o nível de heterogeneidade do sistema, indo desde 

um relevo completamente heterogêneo (descorrelacionado, 𝜆 = 0), até um totalmente 

homogêneo (correlacionado, 𝜆 = 1). Em todas as simulações realizadas, uma rede de 

tamanho 500 × 500 (𝑁 = 250000) foi utilizada, e as médias foram obtidas a partir de 

50 simulações independentes para cada conjunto de parâmetros. Na figura 3.2, 

podemos ver a evolução temporal do número de espécies para cada valor do 

coeficiente de correlação dos recursos da rede utilizados nas simulações (𝜆 = 0,

0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 0.99, 0.999). Podemos observar, no comportamento 

temporal das populações na rede, uma grande queda no número de espécies, quando 

então segue-se um comportamento de estabilidade, com as médias populacionais das 

espécies restantes na rede permanecendo constantes. No gráfico da figura 3.2, é 

possível notarmos que, ao aumentarmos o valor do coeficiente de correlação espacial 

(𝜆), o número de espécies presentes na rede tendem a aumentar, com um gradativo 

incremento, atingindo uma maior riqueza de espécies para o valor do parâmetro de 

correlação  𝜆 = 0.99. Para uma rede totalmente homogênea (𝜆 = 0.9999), a riqueza 

de espécies sofre uma queda, o que pode ser constatado na figura 3.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.2: Número médio de espécies como função do tempo, para os diversos 

valores de 𝜆  utilizados nas simulações. 
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O número médio de espécies varia com o valor do coeficiente de correlação 

dos recursos da rede de acordo com a figura 3.3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Podemos perceber, após as análise, que com o aumento do valor de 𝜆, saindo 

de uma rede totalmente heterogênea (𝜆 = 0), até uma rede totalmente homogênea 

(𝜆 = 0.9999), o número de espécies presentes na rede sofrem um gradativo aumento, 

alcançando uma maior diversidade de espécies para o valor de 𝜆 = 0.99, quando o 

número de espécies atinge um pico, com uma posterior queda acentuada para o 

próximo valor de 𝜆 = 0.999, o que é esperado, uma vez que para esse valor do 

coeficiente, a rede é homogênea, o que favorece a espécie mais adaptada, e que 

aproveita os recursos disponíveis em seu ambiente da melhor maneira possível [6]. 

Nas figuras 3.4 e 3.5, estão apresentadas as distribuições do tamanho das 

populações para o sistema com os diferentes valores do parâmetro de correlação dos 

recursos. Para o valor do parâmetro de correlação 𝜆 = 0, podemos notar, da figura 

3.4, que das espécies restantes na rede, prevalecem aquelas com grande número de 

indivíduos, fato devido à heterogeneidade da rede, que propicia que populações com 

poucos indivíduos tenham menos chances de sobrevivência. Conforme aumentamos 

o grau de correlação dos recursos distribuídos na rede, o número de espécies com 

populações de tamanho intermediário vai crescendo na rede, uma vez que o aumento 

Figura 3.3: Número médio de espécies como função do valor do coeficiente de 

correlação dos recursos da rede (𝜆 = 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 0.99, 0.999). 
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da correlação entre os recursos vai tornando a rede mais homogeinizada, os números 

populacionais vão se tornando menores, com uma maior quantidade de espécies 

coexistindo no ecossistema, mesmo as fracas competidoras. No geral, com o aumento 

do nível de correlação dos recursos, vemos um gradativo aumento no número de 

espécies sobreviventes na rede, com um deslocamento à esquerda das populações 

presentes no histograma, o que se traduz em uma substituição da prevalência de 

populações grandes por populações com tamanhos intermediários. A partir do caso 

𝜆 = 0.8 (Figura 3.5), podemos observar melhor este cenário, com a rede ficando cada 

vez com mais populações, culminado no caso 𝜆 = 0.99 (Figura 3.5), onde temos a 

maior riqueza em espécies de todos os casos analisados, ficando evidente o maior 

número de espécies sobreviventes na rede. 
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 Figura 3.4: Número de espécies de tamanho 𝑁, como função do 𝑙𝑛 𝑁, para os valores 
do coeficiente de correlação 𝜆 iguais a 0, 0.1, 0.2, 0.3, 0.4 e 0.5.  
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Figura 3.5: Número de espécies de tamanho 𝑁, como função do 𝑙𝑛 𝑁, para os valores 
do coeficiente de correlação 𝜆 iguais a 0.6, 0.7, 0.8, 0.9, 0.99 e 0.999. 
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Para obter um indicador a mais de como a correlação dos recursos da rede 

influencia a diversidade, nós analisamos a relação entre o número de espécies e o 

tamanho da área da rede. Para isso, nós subdividimos cada uma das redes finais 

obtidas nas 50 simulações independentes realizadas (com 1 × 106 passos de tempo 

cada) em subredes de tamanho 𝐴 = 4,16,25,100,400,625,2500,10000,15625,62500 e 

250000. Este processo se desenvolve da seguinte maneira: para obtermos, por 

exemplo, a média de espécies para uma área igual a 10 000, nós dividimos a rede 

final obtida em 25 subredes, e então contamos o número de espécies presentes em 

cada subrede obtida no processo, fazendo isso para todas as 50 simulações 

realizadas. A média final, para esse caso, será obtida com as 1 250 contagens obtidas 

no final. 

Ao analisarmos a diversidade encontrada, podemos observar um 

comportamento do tipo lei de potência 𝑆~𝐴𝑍 (𝑆 representa o número de espécies, 𝐴 o 

tamanho da área considerada, e 𝑍 o expoente obtido), lei clássica para este tipo de 

estudo, onde podemos claramente perceber, para os valores do coeficiente de 

correlação dos recursos da rede iguais a 𝜆 = 0.9 , 𝜆 = 0.99 e 𝜆 = 0.999, dois regimes 

distintos, um para pequenas áreas e outro para as grandes áreas. Este cenário pode 

ser observado na figura 3.6. Na tabela 1, podemos observar os valores do expoente 

𝑍 obtidos para os valores de 𝜆 onde apenas um regime é encontrado. Já na tabela 2, 

podemos observar os valores de 𝜆 para os quais dois regimes foram encontrados, 

onde nota-se que os valores para pequenas áreas são sempre menores que os das 

grandes áreas. Pode-se observar também, em ambos os casos, que os valores de 𝑍 

crescem em função do coeficiente de correlação do recursos 𝜆, tanto para pequenas 

quanto para grandes áreas consideradas. Percebemos apenas um pequeno declínio 

no valor de 𝑍 para 𝜆 = 0.999, o que pode ser compreendido, uma vez que para esse 

grau de correlação da rede há um queda no número de espécies sobreviventes, como 

já mostrado anteriormente (figura 3.3).   
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Figura 3.6: Diversidade em função da área para os valores do coeficiente de 
correlação dos recursos da rede 𝜆 = 0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9,0.99 e 0.999. 
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Nas figuras 3.7, 3.8, 3.9, 3.10, 3.11, 3.12, 3.13, 3.14, 3.15, 3.16, 3.17 e 3.18, 

podemos observar o estado final da rede com as espécies sobreviventes, para todos 

os valores de 𝜆 utilizados nas simulações. Como dito anteriormente, ao aumentarmos 

o grau de correlação da rede, o número de espécies sobreviventes aumenta de forma 

gradativa, até o valor de 𝜆 = 0.99, com a máxima diversidade do sistema alcançada, 

𝝀 𝒛 

𝟎 0.0626 ± 0.0013 

𝟎. 𝟏 0.0636 ± 0.0016 

𝟎. 𝟐 0.0663 ± 0.0021 

𝟎. 𝟑 0.0715 ± 0.0026 

𝟎. 𝟒 0.0778 ± 0.0029 

𝟎. 𝟓 0.0823 ± 0.0034 

𝟎. 𝟔 0.0849 ± 0.0027 

𝟎. 𝟕 0.0943 ± 0.0018 

𝟎. 𝟖 0.1160 ± 0.0043 

𝝀 𝒛 (pequenas áreas) 𝒛 (grandes áreas) 

𝟎. 𝟗 0.1338 ± 0.0011 0.2477 ± 0.0041 

𝟎. 𝟗𝟗 0.1801 ± 0.0042 0.3954 ± 0.0167 

𝟎. 𝟗𝟗𝟗 0.1374 ± 0.0080 0.3273 ± 0.0228 

Tabela 2: Valores do expoente 𝑧 para os dois regimes de potência obtidos para os 
diversos valores do coeficiente de correlação 𝜆. 

Tabela 1: Valores do expoente 𝑧 para o regime de potência obtido para os diversos 

valores do coeficiente de correlação 𝜆. 
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com uma posterior queda em 𝜆 = 0.999, onde a correlação máxima da rede é 

alcançada.  

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figura 3.7: Estado final da rede para 
𝜆 = 0 

Figura 3.8: Estado final da rede para 
𝜆 = 0.1 

Figura 3.10: Estado final da rede para 

𝜆 = 0.3 
Figura 3.9: Estado final da rede para 

𝜆 = 0.2 
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Figura 3.11: Estado final da rede para 

𝜆 = 0.4 
Figura 3.12: Estado final da rede para 

𝜆 = 0.5 

Figura 3.13: Estado final da rede para 

𝜆 = 0.6 

Figura 3.14: Estado final da rede para 

𝜆 = 0.7 
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Da análise dos resultados, pode-se concluir que a heterogeneidade introduzida 

no modelo de competição, através da correlação dos recursos distribuídos na rede, 

favorece a coexistência de um número cada vez maior de espécies, à medida que 

aumentamos este nível de correlação. Para uma rede homogênea (𝜆 = 0), 

observamos poucas espécies presentes na rede, com populações com um grande 

Figura 3.15: Estado final da rede para 
𝜆 = 0.8 

Figura 3.16: Estado final da rede para 
𝜆 = 0.9 

Figura 3.17: Estado final da rede para 
𝜆 = 0.99 

Figura 3.18: Estado final da rede para 

𝜆 = 0.999 
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número de indivíduos, cenário que vai se alterando com a variação de 𝜆, culminando 

com um grande número de espécies sobreviventes, com populações com um número 

mediano de indivíduos. Este fato pode ser melhor observado nas figuras 3.16, 3.17 e 

3.18. 
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4 CONCLUSÃO 

 

 Neste trabalho, apresentamos dois modelos de interações ecológicas em 

ambientes correlacionados. Primeiro, analisamos o papel da heterogeneidade, 

inserido no modelo através da correlação da quantidade de recursos disponíveis na 

rede para a presa, sobre a dinâmica espaço-temporal de um sistema presa-predador, 

onde a probabilidade de reprodução da presa é dependente da quantidade de recurso 

disponível no sítio onde ela se encontra. A correlação dos recursos da rede é feita 

utilizando uma distribuição gaussiana bivariada. Também analisamos um segundo 

modelo de predação, no qual a distribuição de recursos disponível para a presa é 

gerada através de um movimento Browniano fracionário, onde o expoente de Hurst 

controla a rugosidade do relevo. 

 Após as simulações em ambos os modelos de predação, as análises foram 

feitas sobre 50 simulações independentes, em uma rede contendo 262144 sítios. O 

parâmetro que controlava o nível de correlação dos recursos da rede, no primeiro 

modelo, era o 𝜆, com o nível de correlação indo desde uma rede completamente 

descorrelacionada (para 𝜆 = 0), até uma rede completamente correlacionada (𝜆 =

0.9999). No segundo modelo, o expoente de Hurst  𝐻 controlava o nível de correlação 

dos recursos da rede, onde para 𝐻 < 0.5, temos um relevo anticorrelacionado, para 

𝐻 = 0.5 temos um relevo descorrelacionado e, para 𝐻 > 0.5, um relevo correlacionado 

é gerado. 

 Feitas as análises, comprovamos de forma global que a heterogeneidade, da 

forma como nós a alocamos no primeiro modelo, favorecia a persistência da 

coexistência das duas espécies interagentes, presa e predador, para baixos valores 

de probabilidade de reprodução do predador 𝑟𝑝 = [0.10, 0.30].  . Esse cenário se repete 

para todos os valores do coeficiente de correlação dos recursos da rede utilizados no 

modelo. 

 Um diferencial ocorre para o valor do coeficiente de correlação igual a  𝜆 = 0.99, 

onde podemos observar o regime de extinção do predador, com a prevalência da 

presa, aparecer em algumas simulações para valores relativamente altos da 

probabilidade de reprodução do predador, fato possível pois a rede torna-se bastante 

homogênea para esse valor de 𝜆, o que permite que pequenos grupos de presas 
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escapem do ataque dos predadores, isolando-se na rede, e voltando a colonizá-la 

após a extinção do seu predador. 

 No segundo modelo de predação, podemos observar de forma global, que a 

heterogeneidade alocada no sistema também favorece a persistência da coexistência 

das duas espécies para baixos valores da probabilidade de reprodução do predador 

𝑟𝑝 = [0.10,0.30]. Para probabilidades intermediárias de reprodução do predador (𝑟𝑝 =

0.40 e 𝑟𝑝 = 0.50), temos uma área de transição, onde o regime de extinção começa a 

figurar em algumas das simulações realizadas com o conjunto de parâmetros, sendo 

o regime dominante para uma alta probabilidade de reprodução da presa 𝑘𝑎 = 1, para, 

a partir daí (𝑟𝑝 ≥ 0.60), o regime de extinção das duas espécies passa a prevalecer 

como regime dominante no conjunto das simulações realizadas. Podemos observar 

que a região de prevalência do regime de coexistência das duas espécies cresce, 

conforme aumentamos o valor do expoente de Hurst, atingindo um máximo para 𝐻 =

0.99. Para 𝐻 = 0.01, com a distribuição dos recursos bem mais heterogênea, temos 

uma área de prevalência do regime de presa, para baixas probabilidades de 

reprodução da presa 𝑘𝑎 = [8,9], cenário que vai diminuindo conforme aumentamos o 

valor de 𝐻. 

 Após as simulações no modelo de competição por recursos, as análises foram 

feitas sobre 50 simulações independentes, em uma rede contendo 250000 sítios. De 

forma análoga ao modelo de predação, o parâmetro que controlava o nível de 

correlação dos recursos da rede era o 𝜆. 

 Feitas as análises, comprovamos de forma global que a heterogeneidade, da 

forma como nós a introduzimos no modelo, favorecia a coexistência de um número 

cada vez maior de espécies no ecossistema, à medida que aumentávamos o grau de 

correlação dos recursos da rede, e dessa forma, a riqueza em espécies do ambiente 

era ampliada. Como a competição se dava por recursos limitantes, a correlação dos 

recursos dava oportunidades as espécies mais aptas a obter estes recursos, fato que 

é corroborado pelo pequeno número de espécies que sobrevivem no sistema. Como 

cada sítio da rede apresentava 10 diferentes capacidades (recursos) disponíveis para 

as espécies competidoras, uma grande diversidade de espécies consegue se adaptar 

melhor e, por conseguinte, conseguem sobreviver no sistema. Para uma rede 

totalmente descorrelacionada (𝜆 = 0), observamos o menor número de espécies 
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sobreviventes na rede. Observamos um pico no número de espécies sobreviventes 

na rede para um valor de lambda igual a 𝜆 = 0.99. 
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