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Resumo 
 
O estudo dos construtores de classes de distribuições probabilísticas via composição 

de funções tem como objetivo apresentar quatro métodos que generalizam e geram 

distribuições de probabilidades a partir da composição de funções. Os métodos 

propostos permitem a construção de classes de distribuições, utilizando-se funções 

monotônicas de distribuições predefinidas. Com esses métodos é possível encontrar 

novas distribuições probabilísticas, classes de distribuições probabilísticas e, 

também, famílias de distribuições de probabilidade, inclusive algumas já presentes 

na literatura. Proposições são apresentadas para a construção dos métodos com 

exposição de dados tabelares e pares de funções contínuas ordenadas, incluindo as 

derivadas para alimentar as expressões dos métodos construtores, gerando alguns 

subcasos desses métodos. Inicialmente, são apresentados os métodos geradores de 

classes de distribuições probabilísticas, via composições de funções de distribuições 

acumuladas – fda, em que serão utilizadas misturas de baselines a partir da 

construção de funções de ligações, conjuntamente com os métodos construtores de 

distribuições. A seguir, são apresentados os métodos geradores de classes de 

distribuições probabilísticas via composição de função de distribuição de 

probabilidade – fdp, a partir da construção de funções de ligações com misturas de 

baselines. Também foram desenvolvidos os estudos dos suportes dos funcionais 

geradores de distribuições probabilísticas e a identificabilidade das classes geradas 

pelos métodos propostos. São explicitadas algumas aplicações dos métodos em 

dados simulados ou reais. Para as classes e distribuições geradas pelos modelos 

funcionais da fda e da fdp há o desenvolvimento das expansões da fda e da fdp, a 

função de risco, expansões para os momentos de ordem m, e para função geradora 

de momentos, bem como para a função característica, as expansões de momentos 

centrais m e para o coeficiente geral, para o desvio-médio e desvio quantílico, as 

derivadas da função log-verossimilhança e, as entropias de Shannon e Renyi. Como 

resultados aplicados foram desenvolvidos um estudo de um caso dos métodos e 

aplicações fazendo uso de dados simulados e/ou em dados reais, apontando assim 

a viabilidade e a generalização que servem de ancoradouro para outras pesquisas 

nos diversos ramos das ciências agrárias. 

Palavras-chave: baseline; função  monotônica; estatística; probabilidade.  



Abstract 
 

The study of class constructors of probabilistic distributions via function composition 

aims to present four methods that generalize and generate probability distributions 

from function composition. The proposed methods allow the construction of classes 

of distributions, using monotonic functions of predefined distributions. With these 

methods it is possible to find new probabilistic distributions, classes of probabilistic 

distributions and also families of probability distributions, including some already 

present in the literature. Propositions are presented for the construction of methods 

with exposure of tabular data and pairs of ordered continuous functions, including 

derivatives to feed the expressions of the constructor methods, generating some 

subcases of these methods. Initially, the methods that generate classes of 

probabilistic distributions are presented, via compositions of cumulative distribution 

functions – cdf, in which mixtures of baselines will be used from the construction of 

connection functions, together with the distribution construction methods. Next, the 

methods that generate classes of probabilistic distributions are presented via the 

composition of a probability density function – pdf, based on the construction of link 

functions with mixtures of baselines. Studies of the support of the functionals that 

generate probabilistic distributions and the identifiability of the classes generated by 

the proposed methods were also developed. Some applications of the methods in 

simulated or real data are explained. For the classes and distributions generated by 

the cdf and pdf functional models, there is the development of the cdf and pdf 

expansions, the risk function, expansions for moments of order m, and for the 

moment generating function, as well as for the function characteristic, the expansions 

of central moments m and for the general coefficient, for the mean deviation and 

quantile deviation, the derivatives of the log-likelihood function and the Shannon and 

Renyi entropies. As applied results, a case study of methods and applications was 

developed using simulated data and/or real data, thus pointing out the feasibility and 

generalization that serve as an anchor for other research in the various branches of 

agricultural sciences. 

 

Keywords: baseline; monotonic function; statistics; probability. 
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1. Introdução 
 

Em estudos sobre fenômenos e experimentos, de modo geral, há 

comportamentos cujas modelagens são requeridas para a estimativa de parâmetros 

de variáveis, dados populacionais e a definição de modelos. 

Generalizações e extensões de distribuições simétricas e assimétricas, 

discretas e contínuas são propostas na literatura em uma boa quantidade e, 

algumas delas, são expostas nos trabalhos de Arslan (2004), Cysneiros, Paula e 

Galea (2005), Rootzén e Tajvidi (2006), Barros (2010), Cordeiro e Castro (2011), 

Kundu, Balakrishnan e Jamalizadeh (2013), Adamski, Human e Bekker (2012), Lin e 

Li (2014) e Adamski et al (2013). São modelos relevantes dadas às sensibilidades 

dos dados a serem modelados  

Com o avanço dos estudos na área computacional e, consequentemente a 

constante evolução de programas mais eficientes, como o R que é uma linguagem 

de programação direcionada à manipulação, visualização e análise de dados, torna-

se possível utilizar técnicas matemáticas para desenvolver diferentes modelos 

aplicados aos estudos de diversos fenômenos. 

Nota-se que hipóteses básicas utilizadas geram modelos que, alterando os 

valores de certos coeficientes, as equações resultantes podem modelar muito bem o 

fenômeno estudado conforme a área em questão.  

Deste modo, o objetivo geral deste trabalho foi propor métodos geradores de 

classes de distribuições probabilísticas. Para a proposta distribuição foram feitas 

aplicações a dados simulados e reais para verificar o ajuste do modelo proposto. 

Como objetivos específicos têm-se: apresentar quatro métodos que 

generalizam e constroem distribuições de probabilidades partindo da composição de 

funções; relacionar alguns subcasos dos métodos propostos; desenvolver as 

proposições dos métodos geradores de distribuições probabilísticas via composições 

de fda;  demonstrar as proposições dos métodos geradores de classes de 

distribuições probabilísticas por meio da composição de fdp e fazer aplicações em 

dados simulados e reais distribuições geradas pelos métodos propostos. 

Para atingir os objetivos propostos, foram criadas classes de distribuições 

utilizando funções monotônicas de distribuições predefinidas, gerando modelos a 

partir das técnicas matemáticas e estatísticas propostas, derivando as suas 

propriedades estatísticas, como os cumulantes, média, variância, desvio-padrão, 
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desvio-médio, curtose, assimetria, função geradora de momentos, função 

característica e análise gráfica. 

Os métodos geradores sugeridos são apresentados na forma de proposições, 

ampliando os processos para construção de distribuições de probabilidades. 

Especificamente, as classes de distribuições foram encontradas por meio de funções 

monotônicas univariadas predefinidas e distribuições univariadas conhecidas. 

Através de aplicações a dados reais, como experimento, foi usada a base de 

dados de Hipel e McLeod (1994) composto por 498 observações do número relatado 

mensalmente de varicela na Cidade de Nova York entre 1931-1972, divididos por 

1000, para o primeiro método que é oriundo da fda verificando o ajuste dos modelos 

para os dados utilizados. 
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2. Revisão de literatura 

 

 

2.1 Introdução 

 

 Neste capítulo abordar-se-ão as modelagens e sua importância para 

interpretação e previsões de fenômenos que podem ser usados em muitas áreas do 

conhecimento. Também serão apresentadas distribuições de probabilidades em que 

o foco desta pesquisa são as distribuições univariadas, com uma ou duas 

distribuições base, aqui denominadas de monobaseline ou bibaselines, 

respectivamente.  

As distribuições tais como as multivariadas, multibaselines e as matriciais não 

farão parte desta pesquisa, apesar de serem explicitadas neste trabalho por suas 

relevâncias nesta área de estudo. 

 Propõe-se um quadro com algumas classes de distribuições probabilísticas 

encontradas na literatura. Na sequência foi exposto o método de máxima 

verossimilhança – MMV, que serve para estimação dos parâmetros de um modelo, 

bem como, alguns critérios para seleção de modelos, compreendendo o critério de 

Akaíke – AIC, critério de Akaíke corrigido – AICc, critério de informação bayesiano – 

BIC e, o critério de informação de Hannan-Quinn – HQIC.  

 Foram realizados os testes de Cramér Von Mises e de Anderson-Darling, 

além do teste de entropia de Rényi, usados para fornecer medidas de incerteza de 

uma distribuição de probabilidade. Contudo, para testar a suposição de normalidade 

dos dados o estudo utilizou apenas as duas citadas. 

 Vale salientar da importância das simulações, que neste caso, para dados 

não reais, usou-se o método de reamostragens como a reamostragem ponderada e 

o bootstrap que segundo Wasserman (2004) é uma técnica robusta para obtenção 

de estimativas e erros padrão quaisquer.  
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2.2 Modelagens 

 

Um modelo é uma formulação que vem descrever fenômenos, inclusive do 

mundo real, de forma que seja possível atingir a representação, interpretação e 

previsões desses fenômenos e, podendo ser usado em vários campos do 

conhecimento.   

Ao fazer a utilização de um modelo, não há pretensão que ele seja uma cópia 

do mundo real, mas que seja a simplificação que apresente os principais processos 

do estudo escolhido, possibilitando a percepção e previsão de novas situações 

dentro deste estudo. Portanto, um bom modelo é considerado um espelho da 

realidade (VALENTIN e GUIMARÃES, 2004).  

Assim, deve-se estar claro que, apesar do modelo poder explicar certo 

fenômeno e ser destinado para ilustrar determinados aspectos do problema em 

estudo, sem, contudo, representar todos os detalhes possíveis, visto que há perda 

de informação (EMILIANO, 2013).  

Para Brito (2014) pode-se ainda definir um modelo como  

 
uma formulação matemática baseada em hipóteses que busca representar 
fenômenos físicos ou sistemas biológicos, com o intuito de gerar uma 
equação matemática que possa descrever, explicar e representar o(s) 
fenômeno(s) com certo nível de confiabilidade. (p. 23) 
 

Desta forma, nota-se a necessidade de criar modelos mais flexíveis, que 

possam modelar de melhor forma fenômenos atípicos, captando assim mais 

informações, proporcionando a compreensão dos mesmos.  

É importante salientar que alguns modelos comumente utilizados, que se 

pode considerar como os modelos clássicos da literatura como a distribuição normal, 

exponencial, entre outras, muitas vezes não apresentam a melhor adequação para 

alguns conjuntos de dados reais (COLES, 2001). Assim, surge o constante interesse 

na obtenção de novas distribuições. 

Vale destacar que desde 1925, Amoroso (1925) já trabalhava com 

generalizações de distribuições. 

Deste modo, é perceptível a relevância da área de modelagens e métodos 

computacionais para construção de modelos mais flexíveis que os existentes e, 

consequentemente adequação da modelagem de dados reais. 
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2.3 Classes e famílias de distribuições de probabilidade e, distribuições de 

probabilidade 

 

 As distribuições de probabilidade são importantes ferramentas para descrever 

fenômenos, uma vez que fornecem modelos eficazes que ajudam a representar 

problemas reais. Isso ocorre porque as distribuições contêm uma quantidade 

significativa de informações sobre determinado evento, permitindo realizar análises 

de desempenho através de abordagens analíticas ou de simulações.  

Algumas aplicações de distribuições de probabilidades podem ser 

encontradas em Veloso & Malik (2010) e Santos & Cunha (2016) apresentando seu 

uso na área da saúde, Drachler et al. (2003) e Alves et al. (2010) na área social, 

Bernardi et al. (2001) e Sabino et al. (2014) no campo ambiental e, nas ciências 

agrárias pode-se apontar Santos (2019) e Silveira et al (2019) como exemplos de 

aplicações, dentre outras aplicações em outras áreas.  

Para Lee et al. (2013), tem-se a revisão de alguns métodos, as distribuições 

univariadas têm origens em três formas que são apresentadas como método de 

equação diferencial, método de transformação e o método quantílico. Esses 

métodos são os comumentes apresentados antes da década de 80. A partir da 

década de 80 surgem os métodos geradores de distribuição assimétrica, método da 

adição de parâmetros a uma distribuição já existente, método gerador-beta, que é a 

classe beta-G, método transformado-transformador que é a família T-X, definido por 

Alzaatreh et al. (2013) e o método de composição.  

No caso de métodos que generalizem famílias de distribuições, pode-se 

recorrer ao método T-X, em que este toma por consideração a distribuição de duas 

variáveis aleatórias quaisquer, sendo T (o transformado) e, X (o transformador). É 

possível encontrar algumas classes para famílias oriundas deste método já 

presentes na literatura (AHMAD et al., 2019).  

O princípio dessas distribuições é que dado uma distribuição com função de 

distribuição (fd) contínua 𝐺(𝑥), sua generalização ou exponencialização é obtida por 

𝐹(𝑥) = 𝐺𝑎(𝑥), com 𝑎 > 0.  

A distribuição Weibull Exponencializada foi proposta por Mudholkar Srivastava 

e Freimer (1995), já Gupta e Kundu (1999) obtiveram relações para um caso 

particular, que foi denominado de distribuição exponencial generalizada (eg). A 
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revisão da distribuição EG foi feita por Nadarajah (2011), acrescentando, assim, 

novos resultados. 

No caso das distribuições multivariadas, elas possuem sua origem, em geral, 

por métodos que se baseiam em estatísticas de ordem, mistura, marginais 

especificadas, variáveis em comum e outros que incluem ponderação (SARABIA e 

GÒMEZ-DÉNIZ, 2008). Por outro lado, a distribuição multivariada generalizada de 

Marshall-Olkin, que engloba a distribuição multivariada exponencial como um caso 

especial, possui um papel fundamental nos estudos de análise de sobrevivência (LIN 

e LI, 2014). 

A generalizada de Pareto abordada sobre o método de blocos de máxima, a 

partir de distribuições de valores extremos de distribuições de Pareto (ROOTZÉN e 

TAJVIDI, 2006) e, sua distribuição assimétrica multivariada generalizada Beta Tipo II 

tem origem nas distribuições qui-quadradas (ADAMSKI et al., 2013), representando 

importantes generalizações com aplicações em análise de formas. 

Nota-se que é comumente empregado o uso de alguns termos tais quais 

distribuição de probabilidade, família de distribuições de probabilidade e classe de 

distribuições de probabilidades, algumas vezes o nome classe de distribuições e 

família de distribuições são apresentadas como sinônimos.  

Na estatística é comum usar o termo família de distribuições de 

probabilidades, uma vez que essas famílias são conjuntos de distribuições de 

probabilidades relacionadas que compartilham características semelhantes. 

Assim, cada família é composta por diferentes distribuições que possuem 

uma estrutura comum, tais como propriedades matemáticas, formas funcionais ou 

parâmetros. Dentro de uma família de distribuições, têm-se que cada distribuição 

específica é caracterizada por seus parâmetros únicos, que afetam sua forma, 

localização e escala. Esses parâmetros podem controlar aspectos diferentes da 

distribuição, como a média, a variância ou a assimetria, por exemplo. 

Um exemplo bastante comum é a distribuição beta. Esta distribuição é uma 

família de distribuições de probabilidade contínuas que estão definidas no intervalo 

[0,1], possuindo dois parâmetros positivos 𝛼 e 𝛽, que são expoentes da variável 

aleatória e controlam a forma da distribuição. Portanto, é possível encontrar outras 

distribuições a partir da distribuição beta e cada uma delas possuem suas próprias 

propriedades e aplicações específicas. Vale ressaltar que essas famílias e tipos de 

distribuições de probabilidade são fundamentais na modelagem e na análise de 
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fenômenos incertos, permitindo aos pesquisadores escolher a distribuição adequada 

com base nas características dos dados e nas suposições adequadas para o 

problema que está sendo estudado. 

Outros exemplos: 

 Família da distribuição de Pareto que consta na literatura várias formas 

dela e suas generalizações como a distribuição de Pareto Generalizada 

(DPG). Essa distribuição foi estendida para a distribuição de Pareto 

transformada chamada de distribuição Bem urr. Além disso, distribuições 

como a exponencial, a potência, a logística e a distribuição qui-quadrado 

são relacionadas com a distribuição de Pareto por meio de algumas 

transformações. 

 Distribuição exponencial generalizada – EG, que também é chamada 

de distribuição exponencial exponenciada, o que torna a distribuição 

exponencial como caso particular dessa distribuição, ou seja, quando 𝛼 =

1. Além disso, mais quatro distribuições exponenciais do tipo: gama 

exponencial, Weibull exponencial, exponencial Gumbel e a distribuição 

Fréchet exponencial, apontados em Santos (2012) generalizam as 

distribuições gama, Weibull, Gumbel e Fréchet da mesma maneira que a 

distribuição EG estende a distribuição exponencial. 

Acrescenta-se que Tahir e Nadarajah (2015) fizeram uma revisão dos 

modelos baseados na classe Beta-G e, até aquele momento essa classe já havia 

introduzido quarenta e cinco novos modelos de distribuições de probabilidade, 28 da 

família exponencial e mais 28 da família Marshall-Olkin extendida, 16 da McDonald 

e, 13 da Kumaraswamy. 

As Classes de Distribuições de Probabilidade são expressões matemáticas 

que geram distribuições e famílias de distribuições, ou seja, uma expressão mais 

geral de modo a criar novas famílias e distribuições de probabilidades, podendo 

gerar distribuições já existentes na literatura ou distribuições inéditas. Um exemplo 

conhecido de classe de distribuições é a classe das distribuições exponenciais que 

inclui diversas famílias tais como a exponencial, exponencial generalizada, a gama e 

a Weibull, por exemplo. 

Desta forma, pode-se notar a importância da criação de novos modelos é que, 

a depender da situação em estudo, faz-se necessário o uso de modelos mais 



26 

 

sensíveis à massa de dados ou menos sensíveis a pontos extremos. Porém, vale 

salientar, que o foco deste trabalho não é a aplicação de generalizações.  

Sendo assim, é possível encontrar algumas generalizações e extensões em 

Arslan (2004), Cysneiros et al (2005), Rootzén e Tajvidi (2006), Schmidt, Hrycej e 

Stützle (2006), Barros (2010), Cordeiro e Castro (2011), Ademola e Ahamefula 

(2012), Adamski et al (2013), Kundu, Balakrishnan e Jamalizadeh (2013), Lin e Li 

(2014) e, também em Brito (2014) que cria um método gerador de distribuições com 

casos univariado e multivariado e unibaseline ou multibaseline, tendo ainda mais 

generalizações e extensões em Brito et al (2019), Silveira et al (2019), Silveira et al 

(2023) e, Cordeiro et al (2023), por exemplo.  

Ainda existem distribuições na forma matriciais como é possível encontrar em 

Muirhead (2005), porém, estas não serão abordadas neste trabalho. Vale salientar 

ainda que em Brito (2014) é possível encontrar além de distribuições univariadas ou 

multivariadas, sendo unibaseline ou multibaseline, também é possível também obter 

distribuições matriciais. 

A Tabela 2.1 a seguir apresenta algumas classes de distribuições 

probabilísticas existentes na literatura, suas nomenclaturas e o trabalho em que as 

mesmas foram apresentadas. 

Tabela 2.1 – classes de distribuições com suas respectivas expressões e 

trabalho em que foram apresentadas. 

Classe de Distribuição Probabilística Nome Trabalho 

𝐹(𝑥) = ∫ 𝑟(𝑡)𝑑𝑡
𝑊[𝐺(𝑥,)]

𝑎

 
Método T-X Alzaatreh et al. (2013) 

𝐹(𝑥) =
1

𝐵(𝑎,𝛽)
∫ 𝑡𝑎−1(1 − 𝑡)𝛽−1𝑑𝑡

𝐺(𝑥)

0
  

 

Beta-G  Eugene, Lee e Famoye (2002) 

𝐹(𝑥) =
𝛽𝛼

(𝛼)
∫ 𝑡𝛼−1𝑒−𝛽𝑡𝑑𝑡

−𝑙𝑛[1−𝐺(𝑥)]

0

 
Gama 

 
Zografos; Balakrishnan (2009) 

𝐹(𝑥) = 1 −
1

(𝛿)
∫ 𝑡𝛿−1𝑒−𝑡𝑑𝑡

−𝑙𝑜𝑔[𝐺(𝑥)]

0

 
Gama-G 

 
Torabi e Hedesh (2012) 

𝐹(𝑥) =
1

(𝛿)𝛽𝛼
∫ 𝑡𝛼−1𝑒

−
𝑡

𝛽𝑑𝑡
𝐺(𝑥)/[1−𝐺(𝑥)]

0

 
Gama-G Ristić e Balakrishnan (2012) 

𝐹(𝑥) = 1 −
1

(𝛼)
∫ 𝑡𝛿−1𝑒−𝛽𝑡𝑑𝑡

−𝑙𝑜𝑔[𝐺(𝑥)]

0
,  Gama-G Ristić e Balakrishnan (2012) 

𝐹(𝑥) =
1

(𝛿)
∫ 𝑡𝛼−1𝑒−𝛽𝑡𝑑𝑡

∞

[1−𝐺(𝑥)]/𝐺(𝑥)

 
Gama-G Brito (2014) 

𝐹(𝑥) =
1

𝐵(𝛼,𝛽)
∫ 𝑡𝛼−1(1 − 𝑡)𝛽−1𝑑𝑡

(1−𝜃)𝐺(𝑥)+𝜃

(1−𝐺(𝑥))𝜃
  BETA Souza et a (2017) 

𝐹(𝑥) = 1 −
𝛽

(𝑎)
∫ 𝑡𝑎−1𝑒−𝛽𝑡𝑑𝑡

1−𝐺(𝑥)

𝐺(𝑥)

0
  

Gama-G Brito et al  (2019) 

𝐹(𝑥) = 1 −
𝛽𝑎

(𝑎)
∫ 𝑡𝑎−1𝑒−𝛽𝑡𝑑𝑡

− 𝑙𝑜𝑔(𝐺(𝑥))

0
  Gama-G Cordeiro et al (2017) 

𝐹𝐺(𝑥) = ∫ 𝑑(𝑡)

2𝐺(𝑥)−1

𝐺(𝑥)(1−𝐺(𝑥))

−∞

 
Normal-G Silveira et al (2019) 
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𝐹𝐺(𝑥) = ∫ 𝑑(𝑡)
𝑡𝑎𝑛(𝜋[𝐺(𝑥)−

1

2
])

−∞

 
Normal Tangente-G Silveira et al (2019) 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∫ 𝑑(𝑡)

𝐺1(𝑥)

1−𝐺1(𝑥)

𝑙𝑜𝑔[1−𝐺2(𝑥)]

 
Normal-(G1, G2) Silveira et al (2023) 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∫

1

√2𝜋
𝑑(𝑡)

𝑡𝑎𝑛(
𝜋

2
𝐺1(𝑥))

𝑙𝑜𝑔(1−𝐺2(𝑥))

 
Normal-tangente-
logaritmo-(G1, G2) 

Cordeiro et al (2023) 

Fonte: autoria própria 

 

As classes de distribuições generalizadas têm sido objeto de estudo na 

estatística. Muitos pesquisadores têm interesse nesse ramo, sendo motivados por 

buscar novas distribuições que melhor se ajustem aos fenômenos reais. Souza 

(2017) afirma que a forma generalizada de uma distribuição flexibiliza, de uma 

maneira satisfatória, a modelagem dos dados que possuem assimetria. Deve-se 

isso, ao fato, da mesma possuir capacidade de englobar muitos submodelos.  

Machado (2019) afirma que foram publicadas, na última década, novas 

famílias de distribuições contínuas que podem ter utilidades na estatística aplicada, 

generalizando distribuições já existentes por meio de novos parâmetros, obtendo-se 

assim, modelos mais flexíveis. Elas podem servir como alternativas para outras 

distribuições na modelagem de dados reais oriundos em diversas áreas como na 

medicina, meteorologia, engenharia, hidrologia, ciências biológicas, ciências 

agrárias, entre outros. 

Para este trabalho, foi adotado o termo distribuição-base ou baseline para a 

família de distribuições a ser generalizada e indicamos por G(x), a fda da 

distribuição-base e g(x), a sua fdp. 

O próximo tópico dedica-se a apresentar algumas distribuições e métodos 

que generalizam e criam distribuições e/ou classes/famílias de distribuições, já 

existentes na literatura. Nota-se, porém, que serão escolhidas apenas algumas 

distribuições e métodos que possuam similaridade com o que será apresentado 

neste trabalho. 

Primeiramente será apresentado o método T-X, que é um método 

desenvolvido por Alzaatreh et al. (2013) e, envolve diversas famílias de distribuições. 
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2.3.1 Método T-X 

 

Esse método foi proposto por Alzaatreh et al. (2013), em que os autores 

desenvolveram uma generalização para geração de famílias de distribuições. Para 

isso, leva em consideração a distribuição de duas variáveis aleatórias quaisquer T (o 

transformado) e X (o transformador). Algumas classes para famílias oriundas deste 

método podem ser encontradas em Ahmad et al. (2019). 

 Essa família de geradores T-X é relevante pois engloba várias famílias de 

distribuições facilmente encontradas na literatura. Sua fda é expressa por: 

𝐹(𝑥) = ∫ 𝑟(𝑡) = 𝑅{𝐻[𝐺(𝑥;  )]},
𝐻[𝐺(𝑥; )]

𝑎

  𝑥 ∈    𝔇  

em que 𝑟(𝑡) e 𝑅(𝑡) são fdp e fda, respectivamente, de uma variável aleatória 𝑇, e 

𝐻[𝐺(𝑥;  )] é função de uma fda 𝐺(𝑥;  ), associada a fdp 𝑔(𝑥;  ) de uma variável 

aleatória 𝑋, com vetor de parâmetros . Temos ainda que 𝐻[𝐺(𝑥;  )] satisfaz as 

condições: 

1. 𝐻[𝐺(𝑥;  )][𝑎, 𝑏]; 

2. É diferenciável e monotonicamente não decrescente; 

3. lim
𝑥→−∞

𝐻[𝐺(𝑥;  )] = 𝑎 e lim
𝑥→∞

𝐻[𝐺(𝑥;  )] = 𝑏 

A seguir será abordada a distribuição beta, que é uma família de distribuições 

definidas no intervalo [0, 1], além disso, abordar-se-á também sobre distribuições 

generalizadas  

 

 

2.3.2 Distribuição beta 

 

A distribuição beta é uma família de distribuições de probabilidades contínuas 

definidas sobre o intervalo [0; 1], parametrizado por dois parâmetros positivos, 

chamados a e b, que atuam como expoentes da variável aleatória, servindo de para 

controlar o formato da distribuição. A distribuição beta é dada por: 

𝑓(𝑥) =
(𝛼 + 𝛽)

(𝛼)(𝛽)
𝑥𝛼−1(1 − 𝑥)𝛽−1 =

(1 − 𝑥)𝛽−1𝑥𝛼−1

𝐵(𝛼, 𝛽)
 

Em que,  é a função gama e 𝐵 é a função beta. 
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Note que se for tomado, na distribuição beta, os valores de 𝛼 = 1 e 𝛽 = 1, 

obtém-se a distribuição uniforme. 

Sobre o estudo de classes de distribuições, Souza (2016) afirma que há um 

crescimento pesquisas na busca de novos geradores de distribuições ou de classes 

de distribuições generalizadas, esse crescimento se dá pelo avanço tecnológico que 

proporciona maior possibilidade de obtenção de distribuições de probabilidades mais 

complexas que podem descrever com mais fidelidade um determinado fenômeno ou 

certo experimento. 

Rassalta-se, novamente, que Amoroso (1925) foi um dos primeiros 

pesquisadores a obter distribuições generalizadas, em que abordou em o seu 

trabalho a distribuição gama generalizada. A literatura também aponta diversos 

autores que desenvolveram várias classes oriundas da distribuição beta.  

Como exemplo, tem-se Eugene et al. (2002) que se baseando na distribuição 

beta propuseram uma classe mais geral de distribuições de uma variável aleatória, 

que foi definida com base na logit da variável aleatória beta utilizando dois 

parâmetros, com função de inserir, respectivamente, a assimetria e variação do peso 

da cauda.  

Além do trabalho de Eugene et al. (2002), que definiu a distribuição beta 

normal, o trabalho de Nadarajah e Kotz (2004) que apresentam a distribuição beta 

Gumbel. Vale perceber que no mesmo ano Nadarajah e Gupta (2004) propõem a 

distribuição beta Fréchet e, a beta exponencial é essência do trabalho de Nadarajah 

e Kotz (2006a).  

Vale ressaltar que, segundo Santos (2012, p. 79), esses trabalhos tiveram 

“dificuldades matemáticas, porque a distribuição beta não é facilmente tratável e, em 

particular, a sua função de distribuição acumulada (fda) envolve a função beta 

incompleta”. Entretanto, como já argumentado anteriormente, hoje se tem um bom 

aparato tecnológico, tanto lógico quanto físico, que proporciona o avanço do estudo 

na área de criação de novas classes de distribuições de probabilidade. 

Com diversas aplicações, será apresentada a distribuição gama, embora haja 

classes e famílias desta distribuição, este tópico ficará restrito à distribuição, posto 

que já foram apresentadas algumas na tabela 2.3.1. 
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2.3.3 Distribuição gama 

 

Cabral Neto (2013) afirma que a distribuição gama está amplamente aplicada 

à hidrologia, sendo considerada uma das distribuições mais gerais, posto que muitas 

distribuições são casos particulares da gama, em que se pode citar a exponencial e 

a qui-quadrado e outras.  

A distribuição é definida por sua equação de (fdp). Considerando sua versão 

a dois parâmetros a fdp da gama é representada por:  

(𝑥) =
𝛽𝛼

(𝛼)
𝑥𝛼−1𝑒𝛽𝑥, com 0 < 𝑥 < 1; 𝛼 e 𝛽 parâmetros positivos, representando 

respectivamente os parâmetros de forma e escala. 

Assim, define-se a função gama por 

(𝛼) = ∫ 𝑥𝛼−1𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0
, 𝛼 > 0. 

Uma distribuição considerada como a mais importante é a distribuição normal 

que, será abordada no próximo tópico. 

 

 

2.3.4 Distribuição normal 

 

A distribuição normal, conhecida como distribuição de Gauss ou distribuição 

gaussiana é considerada a distribuição mais usada (FORBES et al, 2010), sendo 

considerada a mais importante das distribuições contínuas (NAGHETTINI e PINTO, 

2007; POPOVIC et al., 2017; FREIRE, 2021), isso ocorre devido ao fato de que ela 

oferece uma aproximação razoável para uma ampla variedade de distribuições, além 

do desenvolvimento teórico e aplicado (LIMA FILHO, 2009). 

Como razões para a importância da distribuição normal, Maes (2005), aponta: 

 Grande parte das técnicas utilizadas na estatística baseia-se nessa 

distribuição; 

 Existem diversos fenômenos aleatórios em que seus comportamentos são 

descritos de forma precisa ou aproximada com uso do modelo 

probabilístico normal; 

 Ela é a forma limitante de várias outras distribuições de probabilidades, 

como consequência do teorema do limite central – TLC; 
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 “Diversas estatísticas apresentam distribuições assintóticas normais, ou 

seja, a distribuição da estatística se aproxima da normal à medida que o 

tamanho da amostra cresce” (p. 38). 

A fdp da distribuição normal é dada pela expressão: 

𝑓𝑋(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎2
𝑒−

1

2
(

𝑥−𝜇

𝜎
)

2

   com − ∞ < 𝑥 < ∞. 

Vale salientar que a distribuição normal não possui expressão analítica 

conhecida para F(x). A falta de expressão analítica para F(x) não pode ser 

considerado um problema com a geração de variáveis aleatórias para simulações, 

uma vez que é possível contornar utilizando método de Box-Muller (BOX e MULLER, 

1958) para simular dados da distribuição normal. 

A seguir será abordado um pouco sobre as distribuições trigonométricas, 

apesar de se ter na literatura diversos trabalhos sobre distribuições trigonométricas, 

comparando-se com distribuições baseadas em funções algébricas nota-se que é 

pouco que se tem sobre as trigonométricas na literatura. 

 

 

2.3.5 Distribuições Trigonométricas 

 

 Apesar de várias formas de distribuições estatísticas baseadas em 

transformação trigonométricos de dados serem propostas por pesquisadores para 

modelar dados e, assim, encontrar a adequada distribuição para prever as 

possibilidades e sua aplicação na vida real nos últimos anos (TOMY e SATISH, 

2021), a literatura não apresenta muitas distribuições que são baseadas nas funções 

trigonométricas (AL-FARIS e KHAN, 2008; CHESNEAU et al, 2018), a maioria que 

se pode encontrar são as baseadas em funções algébricas.  

 Entre as distribuições que usam distribuições trigonométricas, pode-se 

apontar algumas como a distribuição de von Mises (FORBES et al, 2011), as 

distribuições introduzidas por Fisher (1993) para análise de dados circulares, as 

distribuições tipo beta usando algumas funções trigonométricas propostas por 

Nadarajah e Kotz (2006b), a distribuição circular de Cauchy introduzida por Kent e 

Tyler (1988) e a distribuição seno quadrado apontada por Al-Faris e Khan (2008), as 

novas classes trigonométricas de distribuições probabilísticas apresentadas por 

Souza (2015), a nova classe de distribuição de probabilidade via função seno e 
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cosseno, proposta por Chesneau et al (2018), a nova família de distribuição seno-G 

apresentada por Mahmood et al (2019), a seno Topp-Leone proposta por Al-Babtain 

et al (2020), a família arco seno  exponenciada-X apresentada  por Wenjing et al 

(2020), a classe de distribuição trigonométrica Tan-G proposta por Souza et al 

(2021), a família seno-G transformada proposta por Jamal et al (2021), a nova 

distribuição trigonométrica com suporte limitado, apontada por El-Bar et al (2021), 

nova distribuição cosseno-G estendida proposta por Muhammad et al (2021), e a 

Normal-tangente-logaritmo com duas distribuições base apresentada por Cordeiro et 

al (2023), por exemplo. 

 Nota-se assim que, o crescente interesse da análise de dados, e a análise 

direcional de dados em particular, têm motivado o desenvolvimento de novas 

abordagens, em que neste trabalho também serão apresentadas abordagens neste 

sentido. Isso porque os estudos recentes têm destacado a relevância estatística e a 

aplicabilidade de distribuições trigonométricas para a modelagem de vários 

fenômenos (AL-BABTAIN et al, 2020).  

 Adicionando a esse interesse o fato que tais classes são simples de 

manusear, com propriedades matemáticas bem fundamentadas e acessíveis, 

oferecendo, geralmente, bons ajustes de diferentes tipos de conjuntos de dados 

(CHESNEAU e ARTAULT, 2021). 

 Vale salientar que as transformações trigonométricas fornecem versatilidade 

e flexibilidade à medida que seu(s) parâmetro(s) oscila(m) com a mudança do valor 

e a função periódica controla a forma como a curva de distribuição se comporta. 

 Desta forma, a composição de várias funções com comportamento diferente 

fornece uma melhor maneira de modelar fenômenos do mundo real que faltavam as 

distribuições estatísticas generalizadas previamente estabelecidas. Com composição 

adequada de funções trigonométricas e generalizando distribuições considerando os 

parâmetros adequados aos dados a serem modelados. A deficiência é minimizada 

ou seja, a distribuição torna-se apta a modelar dados de diferentes naturezas e dá 

origem a distribuição transformada que melhor se adeque aos dados. 

 A seguir será apresentado o método de máxima verossimilhança, que é um 

método que consiste na estimação de parâmetros de um modelo usando as 

estimativas que tornem máximo o valor da função de verossimilhança. 
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2.4 Método de Máxima Verossimilhança 

 

Para apresentar a potencialidade das distribuições que foram propostas neste 

trabalho, geradas a partir dos métodos aqui propostos, elas foram ajustadas a dados 

simulados e/ou reais, nos quais foram estimadas pelo método da máxima 

verossimilhança.  

Para Colosimo e Giolo (2006), existem diversos métodos de estimação, sendo 

o método de mínimos quadrados um dos mais conhecidos. Por outro lado, não é 

aconselhável o uso deste método para estudos de tempo de vida, isso se deve pela 

sua incapacidade de incorporar censuras em seu processo de estimação. 

O método de máxima verossimilhança é o mais utilizado para modelos de 

análise de sobrevivência, dado ao fato da capacidade de incorporar dados 

censurados, e possuir propriedades ótimas para grandes amostras, como, por 

exemplo, a normalidade assintótica dos estimadores de máxima verossimilhança. 

Este método envolve a estimativa dos parâmetros de um modelo utilizando as 

estimativas que tornem máximo o valor da função de verossimilhança. Sendo 

equivalente a achar o valor para o parâmetro que torna máxima a função de log-

verossimilhança. Em resumo, seu uso generalizado se deve às suas propriedades 

assintóticas tais como eficiência, normalidade, consistência e invariância. A seguir 

será apresentado este método.  

Tome 𝑌 = (𝑌, … , 𝑌)𝑇, um vetor de variáveis independentes e identicamente 

distribuídas de uma variável aleatória 𝑌 = (𝑌1, … , 𝑌𝑛) gerada de uma fdp conhecida 

𝑓 (𝑦, 𝜃) de alguma família de distribuições ℱ, denominada função do modelo 

estatístico, dependente de um vetor de parâmetros desconhecidos 𝜃 = (𝜃1, … , 𝜃𝑝)
𝑇
. 

Definindo-se ainda, 𝛩 ⊆ ℛ𝑝 como o espaço paramétrico que representa o conjunto 

de valores possíveis do vetor 𝜃. 

A função de verossimilhança para 𝜃 baseada na observação 𝑌 = 𝑦 é expressa 

por 𝐿(𝜃) = 𝐿 (𝜃, 𝑦) = 𝑓 (𝑦, 𝜃), 𝜃 𝜖 𝛩. Com frequência as componentes de 𝑌 são 

mutuamente independentes para as distribuições em ℱ e a função de 

verossimilhança de 𝜃 pode então ser expressa por 𝐿(𝜃) = ∏ 𝑓𝑖(𝑦𝑖;  𝜃)𝑛
𝑖=1 , em que 𝑓𝑖 é 

a fdp individual da i-ésima observação. 
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Para Cordeiro (1999), a inferência baseada na verossimilhança pode ser 

adotada como um processo de se obter informações, pela da função 𝐿(𝜃), sobre o 

vetor 𝜃, a partir do ponto 𝑦 e do espaço amostral. Em geral não existe uma 

correspondência biunívoca entre os vetores 𝑦 e 𝐿(𝜃), de modo equivalente, 

determinada verossimilhança pode corresponder a um contorno 𝑅 (𝑦).  

Assim, esse processo diminui a quantidade de informação sobre 𝜃 disponível 

em 𝑦. Comumente, utiliza-se o logaritmo da função de verossimilhança 𝑙𝑜𝑔 (𝐿(𝜃)), 

denominado função de log-verossimilhança. Já que a função logaritmo é monotônica 

crescente, então, são processos equivalentes, maximizar 𝐿(𝜃) e ℓ(𝜃) em 𝛩. A função 

de log-verossimilhança, que também é conhecida como função suporte, pode ser 

assim escrita: 

ℓ(𝜃) = 𝑙𝑜𝑔 (𝐿(𝜃)) = ∑ log {𝑓𝑖(𝑦𝑖;  𝜃)}

𝑛

𝑖=1

. 

 

O estimador de máxima verossimilhança – EMV  𝜃 de 𝜃 é o valor que 

maximiza 𝐿(𝜃) em 𝛩, ou seja, 𝐿(𝜃) > 𝐿(𝜃) para todo 𝜃𝜖𝛩. Assim, o estimador de 

máxima verossimilhança é definido de modo que, para todo 𝜃𝜖𝛩,  ℓ(𝜃) > 𝑙(𝜃): 

 

𝜃 = arg max𝜃𝜖𝛩 ℓ(𝜃). 

 

Vale lembrar que segundo Barros (2014) quando não for possível encontrar a 

solução analítica das equações geradas por uma classe de distribuição, faz-se 

necessário utilizar um método numérico-interativo, como o método BFGS - Broyden 

(1970), Fletcher (1970), Golfarb (197) e Shanno (1970), que é implementável no 

software estatístico R. 

 A seguir serão apresentados alguns critérios de seleção de modelos que serão 

utilizados neste trabalho. 
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2.5 Critérios de seleção de modelos 

 

A escolha de um modelo adequado é importante na análise de dados 

(BOZDANGAN, 1987). Isso porque se deseja o modelo mais parcimonioso, isto é, o 

modelo que além de explicar melhor o comportamento do fenômeno estudado, 

admita uma quantidade menor do número de parâmetros.  

Desta forma, muitos procedimentos comuns na literatura podem ser utilizados 

para seleção de modelos. Estes devem considerar a complexidade do modelo no 

critério de seleção.  

O EMV se torna assintoticamente eficiente e a função de verossimilhança 

tende a ser um critério com maior sensibilidade a pequenos desvios dos parâmetros, 

caso o tamanho da amostra seja grande e se forem mantidas as condições de 

regularidade. Neste sentido, dentre os modelos a serem selecionados, o que obtiver 

o menor valor, em qualquer um dos critérios que serão apresentados a seguir, é o 

indicado como o que melhor se ajustará aos dados.  

Para Emiliano (2013), ocorre perda de informações na representação de um 

fenômeno por um modelo probabilístico, assim, para que não ocorra 

comprometimento na compreensão deste fenômeno escolhido para estudo, a perda 

de informação deve ser a mínima possível, pois, caso contrário, o modelo não 

explicará de modo satisfatório o fenômeno que está representando. Sabe-se ainda 

que para um mesmo fenômeno é possível se obter mais de um modelo que o venha 

a descrever, posto que cada pesquisador tem liberdade de modelar seu estudo 

seguindo o que julgar mais adequado. 

A partir disso, os questionamentos sobre qual modelo seria o mais adequado 

ao utilizar em determinado estudo começam a aparecer. Assim, é salutar concordar 

com Emiliano (2013) quando aponta que os critérios de Akaike (AIC), Akaike 

corrigido (AICc) e o bayesiano (BIC) são os mais conhecidos e aplicados e já estão 

implementados na maioria dos programas estatísticos, como no caso do R. 

Para esses critérios – AIC, AICc e BIC – tem-se que o que aquele que 

apresenta o menor valor em um desses critérios é considerado o melhor modelo, ou 

seja, a melhor sugestão de modelo para ser escolhido pelo pesquisador. 
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2.5.1 Critério de Akaike – AIC 

 

Akaike (1972) apresenta seu método de identificação de modelos. Akaike 

(1974) descreveu como é possível abordar sistematicamente o problema de seleção 

de modelos ao utilizar o critério de informação que foi criado por ele em 1972. Assim, 

para comparação dos modelos transformados e dos modelos não transformados 

ajustados aos dados é possível usar o critério de informação de Akaíke que é 

definido por:  

 

𝐴𝐼𝐶 = −2 ∙ ℓ(𝜃) +  2 ∙ 𝑝 

 

em que ℓ(𝜃) é a log-verossimilhança maximizada de 𝜃 e 𝑝 é o número de 

parâmetros do preditor linear ou não linear 𝜂𝑖 para os modelos. A equação que 

possui o menor valor do 𝐴𝐼𝐶, entre os modelos ajustados, pode ser considerada 

como a aquela que vem explicar melhor os dados.  

 O critério de Akaike é uma medida relativa da qualidade de ajuste de um 

modelo estatístico estimado, sendo assim, o AIC não é uma prova sobre o modelo 

no sentido de testar hipótese, mas é uma ferramenta que serve para selecionar 

modelos. Este critério se fundamenta no conceito de entropia, e oferece uma medida 

relativa das informações perdidas, quando se usa um determinado modelo para 

descrever a realidade. Ele é um critério que serve para avaliar a qualidade 

comparativa do ajuste de um modelo paramétrico, estimado pelo método da máxima 

verossimilhança.  

 Em termos práticos, a partir do valor do AIC é possível inferir que, como 

exemplo, se três principais modelos a serem escolhidos estão empatados e os 

outros modelos forem muito piores, pode-se escolher qualquer um dos três 

empatados, entretanto, não se deve especificar um valor acima do qual um 

determinado modelo possa ser considerado como rejeitado.  

 Outro critério para selecionar modelos a ser apresentado é o critério de 

Akaike Corrigido AICc, que será exposto nas linhas a seguir. 
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2.5.2 Critério de Akaike Corrigido - AICc 

 

 Este critério surge para realizar uma correção para populações finitas do AIC 

e deriva da informação de Kullback-Leibler em que Sugiura (1978) derivou uma 

variante de segunda ordem do AIC, sendo dado por: 

𝐴𝐼𝐶𝑐 = −2𝑙𝑜𝑔 (𝐿(𝜃)) +
2𝑛𝑝

𝑛 − 𝑝 − 1
 

que segundo Sugiura (1978) pode ser reescrita de forma equivalente a: 

𝐴𝐼𝐶𝑐 = 𝐴𝐼𝐶 +
2𝑝(𝑝 + 1)

𝑛 − 𝑝 − 1
 

em que 𝑛 é o tamanho amostral e 𝑝 é o número de parâmetros do modelo. 

Burnham e Anderson (2004) indicam seu uso quando a razão 
𝑛

𝑝
 é pequena, ou 

seja 
𝑛

𝑝
< 40. Quando essa relação é grande, os dois critérios AIC e AICc possuem 

resultados semelhantes. 

Tomar-se-á ainda o critério de informação bayesiano – BIC que um critério de 

avaliação definido em termos da probabilidade a posterior. Este critério, o BIC, será 

apresentado no próximo tópico. 

 

 

2.5.3 Critério de informação bayesiano - BIC 

 

O Critério de informação bayesiano foi proposto por Schwarz (1978), e é dado 

por:  

𝐵𝐼𝐶 = −2𝑙𝑜𝑔 (𝐿(𝜃)) + 𝑝𝑙𝑜𝑔(𝑛), 

em que 𝐿(𝜃) é a verossimilhança do modelo escolhido, p é o número de parâmetros 

a serem estimados e 𝑛 é o número de observações da amostra. Tal como o AIC, 

este critério seleciona entre todos os modelos testados aquele que tem o menor BIC.  

O BIC possui o pressuposto da existência de um modelo que seja verdadeiro 

e que descreva a relação entre a variável dependente e as diversas variáveis 

explanatórias nos variados modelos sob seleção. Deste modo, o critério será 

definido como a estatística que maximiza a probabilidade de identificar o verdadeiro 

modelo dentre os demais modelos avaliados.  
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É bom salientar que o BIC é um critério de avaliação de modelos que é 

definido em termos da probabilidade a posteriori, que segundo Paulino et al. (2003), 

esta probabilidade a posteriori indica a probabilidade dos dados serem gerados do 

 𝑖-ésimo modelo quando os dados 𝑥𝑛 são observados. Esse critério é assim 

chamado porque Schwarz deu um argumento Bayesiano para demonstrá-lo. 

 Após conhecer os critérios de classificação de modelos de Akaike, Akaike 

Corrigido e o Bayesiano, será apresentado, a seguir, o critério de informação de 

Hannan-Quinn – HQIC, que é um modelo alternativo aos AIC e ao BIC. 

 

 

2.5.4 Critério de informação de Hannan-Quinn - HQIC 

 

O critério de informação de Hannan-Quinn (HQIC) é um critério de 

classificação de modelos que é alternativo ao AIC e BIC. Ele foi introduzido por 

Hannan e Quinn (1979) sendo definido por 

𝐻𝑄𝐼𝐶 = −2𝑝𝑙𝑜𝑔(𝑙𝑜𝑔(𝑛)) − 2𝑙𝑜𝑔 (𝐿(𝜃)). 

em que 𝐿(𝜃) é a função de verossimilhança maximizada, 𝑝 é o número de 

parâmetros e 𝑛 é o número de observações da amostra. Segundo Burnham e 

Anderson (2002, p. 287) “while often cited, seems to have seen little use in practice”, 

ou seja, apesar de ser citado por diversas vezes seu uso na prática não é muito 

observado. Vale lembrar que o HQIC deve ser mínimo para a escolha do modelo. 

Hannan e Quinn (1979) introduziram este critério no contexto de modelos 

autorregressivos de séries temporais. Shibata (1976) mostrou que o AIC não é 

consistente, uma vez que superestima assintoticamente o grau de autocorrelação 

estimado e Hannan e Quinn mostraram que o BIC subestima, quando se utiliza 

grandes amostras, a ordem da autocorrelação estimada (CAVALARO, 2019). 

Também serão apresentados nas linhas a seguir os testes de Cramér Von 

Mises e de Anderson-Darling. 
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2.6 Teste de Cramér Von Mises e Anderson-Darling 

 

Os testes de Cramer-Von Mises e Anderson-Darling se baseiam na função de 

distribuição empírica dos dados. Esses testes possuem vantagens em relação ao 

teste de aderência qui-quadrado - que não será abordado neste trabalho. Inclui-se 

como vantagens o maior poder e invariância em relação aos pontos médios dos 

intervalos escolhidos. Esses testes pertencem à classe quadrática de estatísticas 

baseadas na função de distribuição empírica, uma vez que utilizam as diferenças 

quadráticas entre a distribuição empírica e a hipotética. 

 

 

2.6.1 Teste de Anderson-Darling 

 

O teste de Anderson-Darling foi proposto por Anderson-Darling (1952) sendo 

o mais utilizado desde que o tamanho da amostra não seja superior a 25. 

Posteriormente este teste foi modificado por Chen e Balakrishnan (1995). Este teste 

tem base na função de distribuição empírica, com a ideia de que dada a função de 

distribuição sob hipóteses nula, os dados poderão ser transformados na distribuição 

uniforme. Os dados transformados poderão ser testados para uniformidade. 

A expressão da estatística desse teste é dada por: 

𝐴∗ = 𝐴2 = −𝑛 −
1

𝑛
∑[2𝑖 − 1][𝑙𝑜𝑔(𝑝(𝑖)) + 𝑙𝑜𝑔(1 − 𝑝(𝑛−𝑖+1))]

𝑛

𝑖=1

 

em que 𝑝(𝑖) = 𝜱([𝑦(𝑖)−�̅�]/𝑠) são percentis ordenados da distribuição normal padrão e 

𝜱 representa a função de distribuição acumulada normal padrão. 

 

 

2.6.2 Teste de Cramér Von Mises 

 

Baseando-se na função distribuição empírica, este teste foi proposto por 

Darling (1957) e, também foi modificado por Chen e Balakrishnan (1995). A 

expressão da estatística de teste é dada por: 

𝑊∗ = 𝑊2 =
1

12𝑛
+ ∑ (𝑝(𝑖) −

2𝑖 − 1

2𝑛
)

2𝑛

𝑖=1
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em que 𝑝(𝑖) = 𝜱([𝑥(𝑖)−�̅�]/𝑠) são os percentis ordenados da distribuição normal 

padrão e 𝜱 representa a função de distribuição acumulada normal padrão.  

Os testes de hipótese Anderson-Darling e Cramér-von Mises são discutidos 

de forma mais detalhada por Chen e Balakrishnan (1995) tomando como regra de 

comparação suas estatísticas como indicadores de desempenho: quanto menor os 

valores das estatísticas, melhor será o modelo que está associado a ela.  

No próximo tópico será apresentada a entropia aqui trabalhada. Vale salientar 

que a entropia funciona como uma medida de incerteza de variáveis aleatórias 

isoladas ou combinadas, ou seja, fornecem uma medida de incerteza de uma dada 

distribuição de probabilidade, servindo para mensurar a quantidade de informação 

presente em uma distribuição de probabilidade ou em uma variável aleatória. 

 

 

2.7 Entropia 

 

No trabalho de Shannon (1948), tem-se a origem do conceito de entropia, em 

que são apresentados que processos aleatórios como a fala ou a música possuem 

uma complexidade abaixo da qual o sinal não pode ser comprimido.  

O nome deriva da física estatística que chamou a complexidade de entropia e 

que foi utilizado como a medida de desordem de um sistema. Assim, pode-se 

perceber que a entropia tem relação com a teoria das probabilidades.  

Reforçando o que já foi apresentado, nota-se que a entropia por ser uma 

medida de incerteza, no sentido que quanto maior o valor da entropia, menor será a 

informação. Tornando assim a incerteza maior, ou seja, haverá maior aleatoriedade 

ou desordem. 

Neste trabalho será apresentada apenas a entropia de Rényi, visto que a 

entropia de Shannon é caso particular desta. Ainda é possível citar outras entropidas 

existentes, tais como a entropia Máx ou de Hartley, entropia de colisão, entropia Mín, 

entropia linear, entropia de Tsallis, entropia de Boltzmann–Gibb, entropia Boltzmann-

Gibbs-Shannon, entropia de Daróczy, entropia de ordem , entropia de grau , entre 

outras.  

A seguir, será apresentada a entropia de Rényi. 
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2.7.1 Entropia de Rényi 

 

Foi proposta uma definição mais geral de entropia (RÉNYI, 1976), em que a 

Entropia de Shannon aparece como um caso particular. Para uma variável aleatória 

discreta a entropia de Rényi é dada por: 

 

𝐻𝑅(𝛼) =
1

1 − 𝛼
𝑙𝑜𝑔 ∑ 𝑝(𝑥)𝛼

𝑥∈𝑋

 

 

Para 𝛼 ≥ 0 e 𝛼 ≠ 1, definindo assim uma família de entropias com base no 

parâmetro. A entropia de Shannon é um caso particular da entropia de Rényi quando 

𝛼 → 1. 

É possível se demonstrar que a medida de entropia de Rényi pode ser 

estendida para variáveis aleatórias contínuas (Gonçalves e Macrini, 2011), porém 

sem a condição da entropia ser não negativa, e se torna:  

ℒ𝑅(𝜂) =
1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∫ 𝑓𝜂−1

+∞

−∞

(𝑥)𝑑𝐹(𝑥)) 

 

 A seguir, serão apresentados os métodos de reamostragens utilizados neste 

trabalho. Existem diversos vários métodos de reamostragem. Este trabalho se limita 

a abordar o método de bootstrap e reamostragem ponderada. 

 

 

2.8 Métodos de reamostragens 

 
 As técnicas de reamostragens são úteis principalmente quando os cálculos de 

estimadores por métodos analíticos forem complexos. Alguns exemplos dessa 

técnica são os testes de aleatorizações – testes de permutação, jackkinife, 

bootstrap¸ validação cruzada, reamostragem ponderada, entre outros. 

 Esses métodos geram valores em duas etapas, em que na primeira são 

gerados valores de uma distribuição auxiliar conhecida e, depois, usa uma correção 

para que esses valores sejam representativos ou ao menos aproximadamente da 

distribuição a posteriori, assim, Smith e Gelfand (1992) indica que se deve tomar a 

priori como distribuição auxiliar. 
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 A seguir será apresentada a técnica de reamostragem que foi criada por 

Bradley Efron em 1979, sendo usada estimar viés, variância, quantis ou distribuição 

da amostragem, por exemplo. 

 

 
2.8.1 Bootstrap 

 
 Esta técnica de reamostragem foi criada por Bradley Efron em 1979, segundo 

Moore et al (2006), e é utilizada para estimação de viés, variância, quantis ou 

distribuição da amostragem em levantamentos estatísticos e na construção de 

intervalos de confiança. 

 O bootstrap utiliza várias reamostragens do mesmo tamanho da amostra 

original, estimando e aproximando parâmetros de interesse, exigindo assim, um 

desempenho computacional. 

 Vale salientar que o principal pressuposto é que a amostra tenha boa 

representatividade da população desconhecida, uma vez que essa amostra vai ser 

tratada como se fosse a população original.  

Lima (2017) reforça a afirmação anterior quando considera que a ideia central 

deste método é tratar a amostra como a própria população e, a partir dessa amostra 

“obter réplicas da amostra original, seja por reamostragem com reposição (bootstrap 

não-paramétrico) ou pelo ajuste do modelo ao qual os dados pertencem (bootstrap 

paramétrico)” (p. 21). 

Por sua generalidade, essa técnica se encaixa na resolução de problemas 

complexos, uma vez que ela possui a possibilidade de realizar a estimação pontual e 

por intervalo de diversos parâmetros (RIZZO e CYMROT, 2006). As autoras ainda 

apontam que quando se conhece a distribuição do parâmetro a ser estimado, “a 

coincidência entre o intervalo paramétrico baseado na distribuição de probabilidades 

do parâmetro e o intervalo Bootstrap reforçam a hipótese de veracidade a respeito 

das suposições do modelo paramétrico” (RIZZO e CYMROT, 2006, p. 488). 

Melo Filho et al (2002) afirmam que “a grande vantagem desse método é que 

ele independe do tipo de distribuição de frequência das observações, tornando 

desnecessária a prévia normalização dos dados, como acontece com a maioria dos 

métodos convencionais” (p. 896). 
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Lima (2017) aponta que surgiram variações do bootstrap, após aplicações e 

estudos do mesmo, tais como o boostrap suavizado, bootstrap bayesiano, o 

bootknife, boostrap duplo e o bootstrap duplo rápido.  

Este método de reamostragem é aplicado a vários problemas reais e também 

em muitas classes de inferência estatística. Devido a sua generalidade é possível 

usá-lo em um ambiente muito amplo, por exemplo, para estimar intervalos de 

confiança, em testes de hipóteses, na estimação do viés, na determinação da 

variância de um estimador, regressão, ajuste de p-valor, confiabilidade, análise de 

sobrevivência, entre outros que podem ser encontrados em Chernick (1999).  

Cordeiro (2011), pondera que para este método de reamostragem ter sucesso 

é preciso “identificar o esquema de reamostragem mais apropriado. Esta decisão 

deve basear-se na natureza dos dados e no problema em estudo. Inclusive poder-

se-á mesmo optar por outros métodos de reamostragem”. 

É importante perceber que este método pode ser implementado na estatística 

não-paramétrica tanto quanto na estatística paramétrica. Para isso é preciso 

conhecer o problema.  

Para o caso não-paramétrico, reamostram-se os dados com reposição, 

conforme uma distribuição empírica estimada. Isso porque, em geral, a distribuição 

subjacente aos dados não é conhecida (ALCOFORADO, 2016).  

No caso paramétrico, quando há informação suficiente da forma da 

distribuição dos dados, a amostra “bootstrap” será formada efetuando a coleta direta 

de amostras nessa distribuição, substituindo os parâmetros desconhecidos por 

estimativas paramétricas (ALCOFORADO, 2016). 

Alcoforado (2016) apresenta a figura a seguir como ilustração desse método. 

Figura 2.1 – Esquema do método Bootstrap 

 
Fonte: Alcoforado (2016, p. 40) 
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 De modo geral, temos o método de boostrap nas linhas a seguir apontado por 

Dalposso (2017). 

Considere 𝜃 um parâmetro de uma função de distribuição de probabilidade - 

fdp 𝐹 com base em uma amostra aleatória 𝐱 =  (x1, x2, … , xn)𝑇 obtida dessa fdp 𝐹. 

Um parâmetro 𝜃 é uma fdp 𝐹, ou seja, 𝜃 = 𝑠(𝐹). Os dados amostrais permitem 

calcular a estatística 𝜃 = 𝑠(�̂�), sendo �̂� uma função de distribuição empírica de 

probabilidades - fde. O procedimento de estimar um parâmetro de 𝐹 usando a 

correspondente estatística de �̂� é chamado de princípio plug-in (EFRON e 

TIBSHIRANI, 1993). O bootstrap utiliza o esse princípio para calcular o erro padrão 

estimado de uma estatística 𝜃. 

O método bootstrap depende de 𝐱∗ =  (x1
∗ , x2

∗ , , … , xn
∗ , )𝑇, uma amostra aleatória 

de tamanho 𝑛 extraída com reposição de 𝐱, que será conhecida como amostra 

bootstrap. Correspondendo a uma amostra bootstrap 𝐱∗, tem-se a réplica bootstrap 

de 𝜃, denotada por 𝜃 = 𝑠(𝐱∗). O algoritmo bootstrap funciona quando se obtêm B 

amostras bootstrap independentes 𝐱∗1, 𝐱∗2, … , 𝐱∗𝐵 e se calcula as réplicas bootstrap 

correspondentes, 𝜃∗(𝑏) = 𝑠(𝐱∗𝑏), 𝑏 = 1, … , 𝐵. As réplicas bootstrap calculadas irão 

formar uma distribuição empírica utilizada nas inferências estatísticas. 

Barros (2014), explicita de forma bastante didática que nesse método são 

“simuladas 𝑛 realizações X1
∗ , X2

∗ , … , Xn
∗  de �̂�𝑛 com reposição, assim Xi têm 

probabilidade 
1

n
 de ser escolhido.” (p. 30). Salienta-se que “esse processo é repetido 

B vezes, para se computar o erro-padrão bootstrap EPboot de �̂�∗” (BARROS, 2014, p. 

30). 

Vale lembrar que há vários métodos para calculor o intervalo de confiança 

bootstrap. São eles: intervalo de confiança bootstrap, intervalo de confiança 

bootstrapt padrão, intervalo de confiança bootstrap percentil, intervalo de confiança 

Percentil Corrigido em relação ao Viés (BCPB) e o intervalo de confiança de 

Correção do Viés Acelerado. O BCPB faz correções substanciais, em que os 

extremos do intervalo serão os percentis da distribuição bootstrap ajustados, para 

corrigir o viés e a assimetria da distribuição (ALVES, 2013). 

 No próximo tópico será abordado sobre a reamostragem ponderada, uma 

técnica estatística que envolve a amostragem repetida de observações de um 

conjunto de dados original, em que é atribuído diferentes pesos a cada observação. 
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Esta técnica serve para estimar parâmetros estatísticos e realizar inferências sobre 

determina população. 

 

 

2.8.2 Reamostragem ponderada 

 

 Os métodos de reamostragens são aplicados nos casos de ser impossível ou 

difícil simular valores para distribuições. A ideia geral é dada em duas etapas, em 

que na primeira, geram-se valores aleatórios de uma distribuição auxiliar conhecida, 

que geralmente é na prática a distribuição a priori. Já na segunda etapa é proposto a 

utilização de um mecanismo para correção de modo que os valores que forem 

obtidos sejam representativos da distribuição a posteriori. 

 A reamostragem ponderada utiliza a ideia da criação de valores de uma 

distribuição auxiliar, mas sem que seja necessário a maximização da 

verossimilhança. 

Este método também chamado de amostragem-reamostragem por 

importância e foi introduzido por Rubin (1987). Nesse método, toma-se uma segunda 

amostra (ou uma reamostra) com tamanho 𝑆 da distribuição discreta em 𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑛  

com probabilidades 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑆. Tomando novamente a a priori como sendo a 

densidade auxiliar, de forma que, 𝑞(𝜃) = 𝑝(𝜃) calculam-se os pesos 

 

𝑤𝑖 =

𝑝(𝑥| 𝜃𝑖)𝜋(𝜃𝑖)

𝑞(𝜃𝑖)

∑
𝑝(𝑥| 𝜃𝑖)𝜋(𝜃𝑖)

𝑞(𝜃𝑖)
𝑛
𝑗=1

=
𝑝(𝑥| 𝜃𝑖)

∑ 𝑝(𝑥| 𝜃𝑗)𝑛
𝑗=1

,   𝑖 = 1, … , 𝑛 

 

 Assim, o algoritmo que geram os valores aproximados da posteriori será, com 

base no esquema exposto em Barros (2014, p. 36), da seguinte forma: 

 

i) Gerar valores 𝜃1, 𝜃2, … , 𝜃𝑛  da distribuição a priori (gerando candidatos); 

ii) Calcular os pesos 𝑤𝑖,   𝑖 = 1, … , 𝑛 (pesos de importância padronizados); 

iii) Reamostrar valores com probabilidade 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑛. 

Sendo o método bootstrap ponderado pelos 𝑤𝑖’s. 

 Importante ressaltar que há outros tipos de reamostragem ponderada, tais 

como a reamostragem ponderada em blocos, a reamostragem balanceada 
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ponderada em blocos que é uma adaptação da reamostragem balanceada de 

importância em blocos. 

 

 

2.9 Algoritmos Genéticos  

 

 Os algoritmos genéticos são um conjunto de técnicas de busca e otimização 

que foram inspirados no princípio de Darwin quanto a mecânica de seleção natural e 

reprodução genética (GOLDBERG, 1989). Para Atmar (1994) é uma busca 

estocástica polarizada. 

 Na teoria de Darwin, os indivíduos mais aptos possuem maior probabilidade 

de reprodução e os que com mais descendentes possuem maiores chances de 

perpetuarem seus códigos genéticos nas gerações futuras. Assim, esse algoritmo 

procura criar indivíduos (ou elementos) que possuam características que sirvam para 

o problema e, desprezam os demais elementos. 

 É importante salientar que existem duas formas básicas de gerar nova 

população, entretanto, eles utilizam o mesmo operador básico. Abaixo seguem 

quatro formas: 

 1 - O elitismo, que é o clone dos melhores, e consiste em utilizar alguns 

indivíduos do começo da lista para compor a nova população. Essa forma é usada 

buscando evitar que a população piore. 

2 - O cruzamento, que é a recombinação, é escolhido dois indivíduos da 

população, que são denominados de pais. O novo individuo será obtido através da 

combinação dos cromossomos de cada um deles. Como há diversas formas de 

combinar os cromossomos, haverá diversos operadores de cruzamento. 

3 - A mutação, ou seja, o clone modificado, há cópia do indivíduo da 

população anterior e uma pequena modificação do cromossomo. Igual ao anterior, já 

que existem muitas formas para modificar o cromossomo, haverá, também, diversos 

operadores de mutação. 

4 – Os Novos, introduzem indivíduos variados, mas podem inserir indivíduos 

gerados independente da população anterior. Assim, há melhora na busca inicial, 

principalmente quando há problema gerado por haver mais de um mínimo local.  

 O algoritmo genético pode ser apresentado de uma forma simplificada 

proposto por Vargas (2000) como “uma função que recebe como entrada uma 
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população inicial e uma função de avaliação, normalmente denominada de fitness, 

fornecendo como saída o melhor indivíduo encontrado após o processo evolutivo.” 

(p. 14). 

 Para compreensão dos passos, faz-se necessárioa definição de alguns 

termos que são a geração, a população, o indivíduo, a função de fitness, a seleção, 

a reprodução e o critério de parada. A geração é o resultado obtido pela aplicação 

dos passos de 1 a 4 da figura 2.2 a seguir, junto a uma população. Já a população é 

o conjunto de indivíduos que fazem parte da geração e, o indivíduo é a 

representação da solução de um determinado problema em que essa representação 

é denominada de genótipo e a solução de fenótipo e, o problema é o ambiente. A 

função ftness é a função de avalição que vai medir a adaptação do indivídio ao 

ambiente (problema).  

Já a seleção é o processo de escolha que vai selecionar os indivíduos que 

estão mais adaptados (possuem maior fitness) e que irão participar do processo de 

reprodução que por sua vez é o processo em que esses indivíduos mais adaptados 

possuem a chance de perpetura o seu material genético ou parte dele, a partir da 

aplicação dos operadores genéticos de crossover e mutação. Por fim, o critério de 

parada é a obtenção de uma solução satisfatória. 

 De forma mais simplificada, a seguir, tem-se, na figura 2.2. o esquema do 

algoritmo genético proposto por Vargas (2000). 

Figura 2.2 Passos de um Algoritmo Genético 

 

Fonte: Vargas (2000, p. 14) 
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 O que ocorre, em linhas gerais que é que dos elementos que sobreviveram 

(foram selecionados) é realizado cruzamentos (crossover) para gerar novos 

elementos (que podem sofrer mutações após serem gerados – Passo 2 da figura 

2.2). Esses cruzamentos dependem do que está sendo estudado, a exemplo, pode-

se realizar uma operação estatística em um conjunto de números iniciais (dados) e, 

a partir disso, selecionar elementos formando um novo conjunto que a partir de 

operações nos elementos selecionados, gerarão outros elementos, sendo 

descartados aqueles que não satisfizerem determinadas condições ao serem 

testados/avaliados, repetindo o processo até a obtenção do conjunto desejado com 

elementos que possuem potencial para modelar o evento em questão. 

 Vale lembrar que para o contexto deste trabalho, foi utilizada a função qui-

quadrado proposta em Holanda e Barros (2016), que apesar de não ser comumente 

utilizada na área de estatística, é um método usual na área da Física. Assim, a 

grosso modo, este método se baseia no histograma e toma-se a diferença entre o 

observado e o esperado buscando através do algoritmo genético – neste caso – 

justifica-se o uso do ajuste da função de fitness.  

Após a exposição de cada tópico aqui descrito serão apresentados os 

métodos geradores no próximo capítulo em que o primeiro método é o gerador de 

classes de distribuições probabilísticas via composições de funções de distribuições 

acumuladas – MGM fda e, o segundo método é o gerador de classes de 

distribuições probabilísticas via composições de funções de distribuições de 

probabilidades a partir da construção de funções de ligações com uma baseline - 

MGM fdp.  
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3. Métodos geradores de classes de distribuições 

probabilísticas via composições de funções 

 

3.1 Introdução 

 

 Neste capítulo serão apresentados 4 (quatro) métodos que generalizam e 

constroem distribuições de probabilidades a partir da composição de funções, 

permitindo assim que classes de distribuições sejam construídas utilizando funções 

monotônicas de distribuições predefinidas. Através destes métodos propostos é 

possível se obter algumas classes de distribuições de probabilidades presentes na 

literatura e também outras inéditas. 

O primeiro método proposto para gerar classes de distribuições neste trabalho 

faz uso de funções monotônicas de distribuição derivável e com duas fda’s 

arbitrárias, distintas ou não, de distribuições contínuas com suporte. Também será 

proposto um segundo método para gerar classes de distribuições, entretanto, este 

outro método fará uso da fdp. 

Utilizando os métodos propostos foi possível criar classes de distribuições 

univariadas com uma distribuição base (unibaseline) ou com duas distribuições base 

(bibaseline) de probabilidades tanto inéditas quanto outras que já estão dispostas na 

literatura, assim, será apresentado, neste capítulo, além de classes geradas pelos 

métodos, uma distribuição proposta para uma das classes escolhidas. 

Para cada classe e distribuição proposta será apresentado o 

desenvolvimento, realizado pelo autor, das expansões da fda e da fdp, da função de 

risco, das expansões para os momentos de ordem m, e para função geradora de 

momentos, bem como para a função característica, para as expansões de 

momentos centrais m e para o coeficiente geral. Também será apresentada a 

expressão para o desvio-médio e desvio quantílico, as derivadas da função log-

verossimilhança e, as entropias de Shannon e Renyi. 

Vale salientar que este trabalho é uma pesquisa básica, uma vez que procura 

formular novas teorias, com intuito de incrementar conhecimentos científicos sem, 

necessariamente, uma aplicação imediata. Por outro lado, é uma pesquisa aplicada 

uma vez que busca resolver problemas e utilizar conhecimentos adquiridos na 

investigação (Richardson, 2017). 
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Para validar os objetivos propostos são apresentadas novas distribuições e 

nas mesmas são aplicadas a dados simulados e uma delas, também, a dados reais, 

demostrando a potencialidade do método gerador e da distribuição por ele gerada. 

Para os dados reais utilizou-se a base de dados referente à varicela, composta por 

498 observações do que foi relatado entre 1931 a 1972 na Cidade de Nova Iorque. 

Para os dados simulados que serviram para validação dos objetivos foi utilizado o 

método de reamostragem ponderada, em que foram gerados valores de uma 

distribuição auxiliar conhecida e posteriormente uma reamostra que recai no método 

bootstrap. 

É importante reforçar que os cálculos apresentados neste capítulo foram 

realizados pelo autor, sem auxílio de software específico e, a construção de gráficos 

deu-se pelo uso do R - ambiente de software livre para computação estatística e 

gráficos - utilizado para aplicação das distribuições elencadas a partir dos dados 

oriundos da realidade e gerados por técnicas de Reamostragem Ponderada e 

Bootstrap e uso de Algoritmos Genéticos, necessários para criação e simulação. 

A seguir apresentam-se os métodos e suas proposições que, por serem 

inéditos, seguem os devidos cálculos - demonstrações, realizados pelo autor, que 

são a essência da deste trabalho. 

 

 
3.2 Métodos geradores de classes de distribuições probabilísticas via 

composições de funções de distribuições acumuladas 

 
Neste tópico será apresentado o método proposto para gerar classes de 

distribuições fazendo uso de funções monotônicas de distribuição diferenciáveis e 

com duas fda’s arbitrárias, de distribuições contínuas com suporte. 

A ideia deste método gera distribuições de probabilidades e, serão listadas 

algumas delas em que serão construídas funções de ligações que serão chamadas 

de tipo 1 e tipo 2, e serão denominados de Método Gerador de classes de 

distribuições probabilísticas via composições de funções de distribuições 

acumuladas com Misturas de baselines a partir da construção de funções de 

ligações monotônicas Tipo 1 (MGM-fda 1) e, o segundo, de Método Gerador de 

classes de distribuições probabilísticas via composições de funções de distribuições 
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acumuladas com Misturas de baselines a partir da construção de funções de 

ligações monotônicas Tipo 2 (MGM-fda 2), respectivamente. 

Vale salientar que se pode gerar distribuições com duas ou uma distribuição 

base - baseline, denominadas de bibaseline ou monobaseline, respectivamente, 

dependendo dos parâmetros das distribuições escolhidas arbitrariamente ou se as 

duas baselines forem iguais. 

 

 

3.2.1 Métodos geradores de classes de distribuições probabilísticas via 

composições de funções de distribuições acumuladas com misturas de 

baselines a partir da construção de funções de ligações monotônicas – 

tipo 1 

 
 Neste tópico será apresentado a primeira proposição a partir da construção 

de funções de ligações que será denominada de MGM-fda 1, em seguida sua 

demonstração e uma tabela com alguns valores para 𝛼, 𝛽 e 𝜃 com alguns pares de 

funções e alguns subcasos gerados por este método. 

 

 
Proposição 3.2.1: Métodos geradores de classes de distribuições probabilísticas via 

composições com fda – tipo 1 (MGM-fda 1). 

 
Sejam 𝐹(𝑡) a fda de uma distribuição diferenciável com suporte em (𝛼, 𝛽) e 

𝐷(𝑦) uma função derivável bijetora decrescente de (0,1) em (𝛼, 𝜃)  e 𝐶(𝑦) uma 

função derivável bijetora crescente de (0,1) em (𝜃, 𝛽) com 𝛼 < 𝛽 e 𝛼 ≤ 𝜃 e 𝜃 ≤ 𝛽 (os 

limites infinitos são permitidos),   𝐺1(𝑥) e 𝐺2(𝑥) duas fda’s arbitrárias de distribuições 

diferenciáveis com suporte (𝑎, 𝑏) com 𝑎 < 𝑏 (os limites infinitos são permitidos), e 

lim
𝑦→0+

𝐶(𝑦) = lim
𝑦→0+

𝐷(𝑦) =  𝜃. Então, a seguinte função tem as propriedades de uma 

fda. 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))], 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)  (EQ 3.1) 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 0 para 𝑥 ≤ 𝑎 e 𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) = 1 para 𝑥 ≥ 𝑏. 

 



52 

 

Prova: Uma vez que 𝐹(𝑡) é função não-decrescente e 𝐶(𝐺1(𝑥)) ≥ 𝐷(𝐺2(𝑥)), tem-se 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) ≥ 0. Além disso, é claro que 𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) ≤  𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))] ≤ 1. A função 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) 

é diferenciáve sobre (𝑎, 𝑏) como composições de funções diferenciáveis com 

lim
𝑥→𝑎

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐹[𝐶(0)] − 𝐹[𝐷(0)] = 𝐹(𝜃) − 𝐹(𝜃) = 0 

lim
𝑥→𝑏

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐹[𝐶(1)] − 𝐹[𝐷(1)] = 𝐹(𝛽) − 𝐹(𝛼) = 1 − 0 = 1. 

Consequentemente, 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) é diferenciável para 𝑥 ∈ ℝ. 

Denotando como 𝑔1(𝑥) e 𝑔2(𝑥) os fdp’s associados a 𝐺1(𝑥) e 𝐺2(𝑥), 

respectivamente, 𝑓(𝑡) a fdp associada a 𝐹(𝑡), para 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), tem-se: 

𝐹′𝐺1,𝐺2
(𝑥) = [𝐶(𝐺1(𝑥))]′ ∙ 𝑓[𝐶(𝐺1(𝑥))] − [𝐷(𝐺2(𝑥))]′ ∙ 𝑓[𝐷(𝐺2(𝑥))], o que é positivo 

como produtos e somas de funções positivas. Portanto, 𝐹𝐺1 ,𝐺2
(𝑥) é uma função 

crescente. Isso encerra a proposição 3.2.1. 

Note que, para os fins deste estudo, a classe de distribuições definida pela 

fda 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) dada na equação (EQ 3.1 ) é chamado de classe gerada pela nova 

mistura (MGM-fda 1).  

Note ainda que, 𝜃 = 𝛼, 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) é reduzido a 𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) = 𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))] para 𝑥 ∈

(𝑎, 𝑏) e 𝜃 = 𝛽, 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) é reduzido a 𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) = 1 − 𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))] para 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏),  que 

corresponde ao esquema clássico de fda’s de composição, entretanto, não é caso 

particular deste estudo, necessitando de outras demonstrações para verificação do 

mesmo.  

Assim, observa-se a flexibilidade da nova classe sendo intermediária entre as 

classes compostas acima, e a função básica dos parâmetros 𝛼, 𝛽 e 𝜃 com 𝛼 ≤ 𝜃 ≤

𝛽, e das funções diferenciáveis monotônicas 𝐶(𝐺1(𝑥)) e 𝐷(𝐺2(𝑥)). 

Denotando como 𝑔1(𝑥) e 𝑔2(𝑥) as fdp’s associados a 𝐺1(𝑥) e 𝐺2(𝑥), 

respectivamente, 𝑓(𝑡) a fdp associada a 𝐹(𝑡), para 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), a fdp da classe MGM-

fda 1 é definida por  

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐶′(𝐺1(𝑥)) ∙ 𝑓[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐷′(𝐺2(𝑥)) ∙ 𝑓[𝐷(𝐺2(𝑥))], 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), e (EQ 3.2) 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 0 para  𝑥(𝑎, 𝑏). 

A seguir serão apresentados, em uma tabela, alguns subcasos oriundos do 

método MGM-fda 1 e de dois casos não particulares mencionados anteriormente. 
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3.2.1.1 Métodos construtores de distribuições com suporte (, ) 

 

 A Tabela 3.1 a seguir, mostra alguns valores para α, β e θ, e alguns pares 

de funções para C(G1(x)) e D(G2(x)) e suas derivadas, para alimentar as 

expressões 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) = [𝐶(𝐺1(𝑥))]′ ∙ 𝑓[𝐶(𝐺1(𝑥))] − [𝐷(𝐺2(𝑥))]′ ∙ 𝑓[𝐷(𝐺2(𝑥))] e 𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) =

𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))] gerando os subcasos oriundos do método MGM-fda 1.  

Por questão de organização na forma de tabela, a mesma consta os dois casos não 

particulares que são os casos MGM-fda1.1 e, MGMF-fda1.2. 

 Para a criação da tabela a seguir foi tomado os valores de 𝛼   𝛽  𝜃  e 

posteriormente analisados os possíveis valores para 𝐶(𝐺1(𝑥)) e [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) e [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′
. 

Tabela 3.1: alguns subcasos gerados pelo método MGM-fda 1.  

M
G

M
-f

d
a
 

1
.1

 

𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛼 = 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

M
G

M
-f

d
a
 

1
.2

 

𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =  𝛽 = 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′
 

M
G

M
-f

d
a
 

1
.3

 

𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = (𝛽 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= (𝛽 − 𝜃)𝑔
1
(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = (𝜃 − 𝛼)(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝛼 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −(𝜃 − 𝛼)𝑔
2
(𝑥) 

M
G

M
-f

d
a
 

1
.4

 

𝛼 = 0 𝛽 = 1 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = (1 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= (1 − 𝜃)𝑔1(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝜃(1 − 𝐺2(𝑥)) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −𝜃𝑔2(𝑥) 

M
G

M
-f

d
a
 1

.5
 𝛼 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
𝐺1(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
+ 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔1(𝑥)

(1 − 𝐺1(𝑥))
2
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = (𝜃 − 𝛼)(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝛼 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −(𝜃 − 𝛼)𝑔2(𝑥) 

M
G

M
-f

d
a
 1

.6
 𝛼 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −ln (1 − 𝐺1(𝑥)) + 𝜃 
[𝐶(𝐺1(𝑥))] =′

𝑔
1
(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = (𝜃 − 𝛼)(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝛼 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −(𝜃 − 𝛼)𝑔
2
(𝑥) 
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M
G

M
-f

d
a
 1

.7
 𝛼 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = tg (
π𝐺1(𝑥)

2
) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

π𝑔
1
(𝑥)

2
Sec

2 (
π𝐺1(𝑥)

2
) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = (𝜃 − 𝛼)(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝛼 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −(𝜃 − 𝛼)𝑔
2
(𝑥) 

M
G

M
-f

d
a
 1

.8
 𝛼 = 0 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
𝜃

1 − 𝐺1(𝑥)
 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
= −

𝜃𝑔1(𝑥)

(1 − 𝐺1(𝑥))
2

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝜃(1 − 𝐺2(𝑥)) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −𝜃𝑔2(𝑥) 

M
G

M
-f

d
a
 1

.9
 𝛼 = −∞ 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = (𝛽 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= (𝛽 − 𝜃)𝑔
1
(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −
𝐺2(𝑥)

1 − 𝐺2(𝑥)
+ 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
=

𝑔
2
(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))
2 

M
G

M
-f

d
a
 

1
.1

0
 

𝛼 = −∞ 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = (𝛽 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= (𝛽 − 𝜃)𝑔
1
(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = ln(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝜃 
[𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

1 − 𝐺2(𝑥)
 

M
G

M
-f

d
a
 

1
.1

1
 

𝛼 = −∞ 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = (𝛽 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= (𝛽 − 𝜃)𝑔
1
(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −tg (
π𝐺2(𝑥)

2
) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

π𝑔
2
(𝑥)

2
Sec2 (

π𝐺2(𝑥)

2
) 

M
G

M
-f

d
a
  

1
.1

2
 

𝛼 = −∞ 𝛽 = 0 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝜃(1 − 𝐺1(𝑥)) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= −𝜃𝑔1(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) =
𝜃

1 − 𝐺2(𝑥)
 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
=

𝜃𝑔2(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))
2

 

M
G

M
-f

d
a
 1

.1
3
 𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
𝐺1(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
+ 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔
1
(𝑥)

(1 − 𝐺1(𝑥))
2 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −
𝐺2(𝑥)

1 − 𝐺2(𝑥)
+ 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))
2 

M
G

M
-f

d
a
 1

.1
4
 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −ln (1 − 𝐺1(𝑥)) + 𝜃 
[𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔
1
(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = ln(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝜃 
[𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

1 − 𝐺2(𝑥)
 

 



55 

 

M
G

M
-f

d
a
 1

.1
5
 𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = tg (
π𝐺1(𝑥)

2
) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

π𝑔
1
(𝑥)

2
Sec

2 (
π𝐺1(𝑥)

2
) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −tg (
π𝐺2(𝑥)

2
) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

π𝑔
2
(𝑥)

2
Sec

2 (
π𝐺2(𝑥)

2
) 

M
G

M
-f

d
a
 1

.1
6
 𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
𝐺1(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
+ 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔
1
(𝑥)

(1 − 𝐺1(𝑥))
2 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −tg (
π𝐺2(𝑥)

2
) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

π𝑔
2
(𝑥)

2
Sec

2 (
π𝐺2(𝑥)

2
) 

M
G

M
-f

d
a
 1

.1
7
 𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
𝐺1(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
+ 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔
1
(𝑥)

(1 − 𝐺1(𝑥))
2 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = ln(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝜃 
[𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

1 − 𝐺2(𝑥)
 

M
G

M
-f

d
a
 1

.1
8
 𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −ln (1 − 𝐺1(𝑥)) + 𝜃 
[𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔
1
(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −
𝐺2(𝑥)

1 − 𝐺2(𝑥)
+ 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))
2 

M
G

M
-f

d
a
 1

.1
9
 𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −ln (1 − 𝐺1(𝑥)) + 𝜃 
[𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔
1
(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −tg (
π𝐺2(𝑥)

2
) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

π𝑔
2
(𝑥)

2
Sec2 (

π𝐺2(𝑥)

2
) 

M
G

M
-f

d
a
 1

.2
0
 𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = tg (
π𝐺1(𝑥)

2
) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

π𝑔
1
(𝑥)

2
Sec2 (

π𝐺1(𝑥)

2
) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −
𝐺2(𝑥)

1 − 𝐺2(𝑥)
+ 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))
2 

M
G

M
-f

d
a
 1

.2
1
 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = tg (
π𝐺1(𝑥)

2
) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

π𝑔
1
(𝑥)

2
Sec2 (

π𝐺1(𝑥)

2
) 

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = ln(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝜃 
[𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

1 − 𝐺2(𝑥)
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M
G

M
-f

d
a
 1

.2
2
 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛼 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
𝐺1(𝑥) + 𝐺2(𝑥) − 1

(1 − 𝐺1(𝑥))𝐺2(𝑥)
 

[𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

=
𝑔1(𝑥)𝐺1(𝑥)(2 − 𝐺2(𝑥)) + 𝑔2(𝑥)(1 + G1

2(𝑥)) − 2(𝑔1(𝑥) + 𝑔2(𝑥))𝐺1(𝑥)𝐺2(𝑥)

[(1 − 𝐺1(𝑥))𝐺2(𝑥)]
2  

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −∞ [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

M
G

M
-f

d
a
 1

.2
3
 𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛼 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = tg (
2π𝐺1(𝑥) − π

2
) [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
= π𝑔1(𝑥)Sec2 (

2π𝐺1(𝑥) − π

2
) 

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −∞ [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

M
G

M
-f

d
a
 1

.2
4
 𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛼 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = ln (
𝐺1(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
) [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔1(𝑥)

(1−𝐺1(𝑥))𝐺1(𝑥)
 

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −∞ [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

M
G

M
-f

d
a
 1

.2
5
 𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛼 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = ln (−ln(1 − 𝐺1(𝑥))) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= −
𝑔1(𝑥)

(1 − 𝐺1(𝑥))ln(1 − 𝐺1(𝑥))
 

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −∞ [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

M
G

M
-f

d
a
 1

.2
6
 𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛼 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = ln (tg (
π𝐺1(𝑥)

2
)) [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

π𝑔1(𝑥)

2
cotg (

π𝐺1(𝑥)

2
) Sec2 (

π𝐺1(𝑥)

2
) 

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −∞ [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

M
G

M
-f

d
a
 1

.2
7
 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛼 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −ln (−ln(𝐺1(𝑥))) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= −
𝑔1(𝑥)

𝐺1(𝑥)ln(𝐺1(𝑥))
 

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −∞ [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

 

M
G

M
-f

d
a
 1

.2
8
 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = +∞ [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) =
1 − 𝐺1(𝑥) − 𝐺2(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))𝐺2(𝑥)
 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
=

𝑔1(𝑥)𝐺1(𝑥)(2 − 𝐺2(𝑥)) + 𝑔2(𝑥)(1 + G1
2(𝑥)) − 2(𝑔1(𝑥) + 𝑔2(𝑥))𝐺1(𝑥)𝐺2(𝑥)

[(1 − 𝐺1(𝑥))𝐺2(𝑥)]
2  
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Fonte: autoria própria 

 

 

 Em sequência tem-se o segundo Método Gerador de classes de 

distribuições probabilísticas via composições de funções de distribuições 

acumuladas com Misturas de baselines a partir da construção de funções de 

ligações monotônicas Tipo 2 (MGM-fda 2). 

 
 
 
 

M
G

M
-f

d
a
 1

.2
9
 𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = +∞ [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = tg (
π − 2π𝐺2(𝑥)

2
) [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −π𝑔2(𝑥)Sec2 (

π − 2π𝐺2(𝑥)

2
) 

 

M
G

M
-f

d
a
 1

.3
0
 𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = +∞ [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = ln (
1 − 𝐺2(𝑥)

𝐺2(𝑥)
) [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
=

𝑔2(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))𝐺2(𝑥)
 

 

M
G

M
-f

d
a
 1

.3
1
 𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = +∞ [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −ln (−ln(1 − 𝐺2(𝑥))) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −
𝑔2(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))ln(1 − 𝐺2(𝑥))
 

 

M
G

M
-f

d
a
 1

.3
2
 𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = +∞ [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −ln (tg (
π𝐺2(𝑥)

2
)) [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= π𝑔2

(𝑥) ∙ Cossec (
π𝐺2(𝑥)

2
) 

 

M
G

M
-f

d
a
 1

.3
3
 𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = +∞ [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) =  ln (−ln(𝐺2(𝑥))) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −
𝑔2(𝑥)

𝐺2(𝑥)ln(𝐺2(𝑥))
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3.2.2 Métodos geradores de classes de distribuições probabilísticas via 

composições de funções de distribuições acumuladas com misturas de 

baselines a partir da construção de funções de ligações monotônicas – 

tipo 2 

 
Neste tópico será apresentada a segunda proposição a partir da construção 

de funções de ligações que será denominada de MGM-fda 2, em seguida sua 

demonstração e uma tabela com alguns valores para 𝛼, 𝛽 e 𝜃 com alguns pares de 

funções e alguns subcasos gerados por este método. 

 

Proposição 3.2.2: Métodos geradores de classes de distribuições probabilísticas via 

composições com fda – tipo 2 (MGM-fda 2). 

 

Sejam 𝐹(𝑡) a fda de uma distribuição diferenciável com suporte em (𝛼, 𝛽) e 

𝐶(𝑦) uma função derivável bijetora crescente de (0,1) em (𝛼, 𝜃)  e 𝐷(𝑦) uma função 

derivável bijetora decrescente de (0,1) em (𝜃, 𝛽) com 𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝛽 (os limites infinitos 

são permitidos),   𝐺1(𝑥) e 𝐺2(𝑥) duas fda’s arbitrárias de distribuições diferenciáveis 

com suporte (𝑎, 𝑏) com 𝑎 < 𝑏 (os limites infinitos são permitidos),e lim
𝑦→1

𝐶(𝑦) =

lim
𝑦→1

𝐷(𝑦) = 𝜃. Então, a seguinte função tem as propriedades de uma fda. 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 1 + 𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))], 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏)  (EQ 3.3) 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 0 para 𝑥 ≤ 𝑎 e 𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) = 1 para 𝑥 ≥ 𝑏. 

 

Prova. Uma vez que 𝐹(𝑡) é função crescente e 𝐷(𝐺2(𝑥)) ≥ 𝐶(𝐺1(𝑥)), tem-se 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) ≥ 0. Além disso, é claro que 𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) ≤ 1 −  𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))] ≤ 1. A função 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) é diferenciável sobre (𝑎, 𝑏) como composições de funções dfierenciáveis, 

com 

lim
𝑥→𝑎

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 1 + 𝐹[𝐶(0)] − 𝐹[𝐷(0)] = 1 + 𝐹(𝛼) − 𝐹(𝛽) = 1 + 0 − 1 = 0. 

lim
𝑥→𝑏

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 1 + 𝐹[𝐶(1)] − 𝐹[𝐷(1)] = 1 + 𝐹(𝜃) − 𝐹(𝜃) = 1. 

Consequentemente, 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) é diferenciável para 𝑥 ∈ ℝ. 

Denotando como 𝑔1(𝑥) e 𝑔2(𝑥) as fdp’s associadas a 𝐺1(𝑥) e 𝐺2(𝑥), 

respectivamente, 𝑓(𝑡) a fdp associada a 𝐹(𝑡), para 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), tem-se: 
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𝐹′𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐶′(𝐺1(𝑥)) ∙ 𝑓[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐷′(𝐺2(𝑥)) ∙ 𝑓[𝐷(𝐺2(𝑥))], o que é positivo como 

produtos e somas de funções positivas. Portanto, 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) é uma função crescente. 

Isso encerra a proposição 3.2.2. 

Para os fins deste estudo, a classe de distribuições definida pela fda 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) 

dada na equação (EQ 3.3) é chamada de classe gerada pela nova mistura (MGM-

fda 2). 

Note ainda 𝜃 = 𝛼, 𝐹𝐺1 ,𝐺2
(𝑥) é reduzido a 𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) = 1 − 𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))] para 𝑥 ∈

(𝑎, 𝑏) e 𝜃 = 𝛽, 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) é reduzido a 𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) = 𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))] para 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏),  que 

corresponde ao esquema clássico de fda’s de composição. , entretanto, não é caso 

particular deste estudo, necessitando de outras demonstrações para verificação do 

mesmo. 

Assim, percebe-se a flexibilidade da nova classe sendo intermediária entre as 

classes compostas acima, e a função básica dos parâmetros 𝛼, 𝛽 e 𝜃. 

Denotando como 𝑔1(𝑥) e 𝑔2(𝑥) as fdp’s associados a 𝐺1(𝑥) e 𝐺2(𝑥), 

respectivamente, 𝑓(𝑡) a fdp associada a 𝐹(𝑡), para 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), a fdp da classe MGM-

fda 2 é definida por 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐶′(𝐺1(𝑥)) ∙ 𝑓[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐷′(𝐺2(𝑥)) ∙ 𝑓[𝐷(𝐺2(𝑥))], 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), e (EQ 3.4) 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 0 para  𝑥(𝑎, 𝑏). 

A seguir serão apresentados, em uma tabela, alguns subcasos oriundos do 

método MGM-fda 2 e de dois casos não particulares mencionados acima. 

 

 

3.2.2.1 Métodos construtores de distribuições com suporte (, ) 

 

 A Tabela 3.2 a seguir, mostra alguns valores para α, β e θ, e alguns pares 

de funções para C(G1(x)) e D(G2(x)) e suas derivadas, para alimentar as 

expressões 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 1 + 𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))] e 𝑓𝐺1,𝐺2

(𝑥) = 𝐶′(𝐺1(𝑥)) ∙

𝑓[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐷′(𝐺2(𝑥)) ∙ 𝑓[𝐷(𝐺2(𝑥))] gerando os subcasos oriundos do método MGM-

fda 2. Por questão de organização na forma de tabela, a mesma consta os dois 

casos não particulares que são os casos MGM-fda2.1 e, MGMF-fda2.2. 
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Tabela 3.2: alguns subcasos gerados pelo método MGM-fda 2.   
 

M
G

M
-f

d
a
 2

.1
 𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛽 = 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

 

M
G

M
-f

d
a
 2

.2
 𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =  𝛼 = 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′
 

 

M
G

M
-f

d
a
 2

.3
 𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = (𝜃 − 𝛼)𝐺1(𝑥) + 𝛼 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= (𝜃 − 𝛼)𝑔
1
(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = (𝛽 − 𝜃)(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
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Fonte: autoria própria 

 

 Em sequência serão apresentados quatro métodos que geram classes de 

distribuições probabilísticas via composição de funções de distribuições de 

probabilidades a partir da construção de funções bijetoras de ligações com baseline 

tipo 1 (MGM-fdp 1) e tipo 2 (MGM-fdp 2). 

 

 

3.3 Métodos geradores de classes de distribuições probabilísticas via 

composições de funções de distribuições de probabilidades – fdp’s 

 
Neste tópico, tem-se dois métodos que geram classes de distribuições 

probabilísticas a partir da composição de funções de distribuições de probabilidades 

oriundas da construção de funções de ligações com baselines, que são a 
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composição da fdp com as funções monotônicas envolvendo mistura de baselines. 

Assim, é possível obter os 2 métodos que serão denominados de MGM-fdp 1 e 

MGM-fdp 2, em que são separados por funções crescentes 𝐶(𝐺(𝑥))  que é 

equivalente a 𝐷(1 − 𝐺(𝑥))   e decrescentes  𝐷(𝐺(𝑥))  que é equivalente a 𝐶(1 −

𝐺(𝑥)) e geram as mesmas distribuições. 

 

 

3.3.1 Métodos Geradores de classes de distribuições probabilísticas via 

composições de funções de distribuições de probabilidades a partir da 

construção de funções bijetoras de ligações com Misturas de baseline a 

partir da construção de funções de ligações monotônicas tipo 1 (MGM-

fdp 1) 

 

 Agora será apresentada a primeira proposição a partir da construção 

de funções de ligações que será denominada MGM-fdp 1, em seguida sua 

demonstração e uma tabela com alguns valores para 𝜆, 𝛿, 𝛾, 𝛼, 𝛽 e 𝜃 com alguns 

pares de funções e alguns subcasos gerados por este método. 

 

 

Proposição 3.3.1: Método gerador de classes de distribuições probabilísticas via 

composições com fdp – tipo 1 (MGM-fdp 1). 

 
Sejam 𝐹(𝑡) a fda de uma distribuição diferenciável 𝑓(𝑡) (𝑓𝑑𝑝) com suporte em 

(𝛼, 𝛽)  e 𝐷(𝑦) uma função derivável bijetora decrescente de (0,1) em (𝛼, 𝜃)  e 𝐶(𝑦) 

uma função derivável bijetora crescente de (0,1) em (𝜃, 𝛽)   com  𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝛽 (os 

limites infinitos são permitidos),  𝐺1(𝑥) e 𝐺2(𝑥) duas fda’s arbitrárias de distribuições 

diferenciáveis com suportes  𝑆 𝐺1
 e  𝑆 𝐺2

, e lim
𝑦→0+

𝐶(𝑦) = lim
𝑦→0+

𝐷(𝑦) =  𝜃 e 𝑘 =

∫ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ 𝑓𝛿
(𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑡)))

′
]

𝛾

𝑑𝑡
+∞

−∞
+ ∫ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑡))) ∙ 𝑓𝛿

(𝐷(𝐺2(𝑡))) ∙
+∞

−∞

[(−𝐷(𝐺2(𝑡)))
′
]

𝛾

𝑑𝑡 e 𝜆 ≥ 0 e 𝛿 > 0 e 𝛾 ≥ 0. Então, a seguinte função tem as 

propriedades de uma fdp:  
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𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑥)))

′
]

𝛾

+
1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑥)))

∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑥)))
′
]

𝛾

 

para 𝑥 ∈  𝑆 𝐺1
∪ 𝑆 𝐺2

 e  𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 0 para 𝑥 ∉   𝑆 𝐺1

∪ 𝑆 𝐺2
 e  que 𝐹𝐺1 ,𝐺2

(𝑥) =

∫ 𝑓𝐺1 ,𝐺2
(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

−∞
  é a sua 𝑓𝑑𝑎. 

 

Demonstração:  
 

Como 𝐶 é crescente e 𝐺1 é não decrescente, logo 𝐶(𝐺1(𝑥)) é não 

decrescente. Logo (𝐶(𝐺1(𝑥)))
′

≥ 0 e, consequentemente, [(𝐶(𝐺(𝑥)))
′

]
𝛾

≥ 0. 

Como 𝐷 é decrescente e 𝐺2 é não decrescente, logo 𝐷(𝐺2(𝑥)) é não 

crescente. Logo (−𝐷(𝐺2(𝑥)))
′

≥ 0 e, consequentemente, [(−𝐷(𝐺2(𝑥)))
′

]
𝛾

≥ 0. 

Como 𝑓(𝑥) é uma  𝑓𝑑𝑝 e 𝐾 = ∫ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑡)))
′

]
𝛾

𝑑𝑡
+∞

−∞
+

∫ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑡))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑡))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑡)))
′

]
𝛾

𝑑𝑡
+∞

−∞
, logo 𝐹𝜆(𝑥) ≥ 0 e 𝑓𝛿(𝑥) ≥ 0 e 𝑘 > 0. 

Assim,  𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑥)))

′

]
𝛾

+
1

𝑘
∙

𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑥)))
′

]
𝛾

≥ 0. 

Portanto, 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) ≥ 0. 

Agora será verificado que ∫ 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞
= 1. 

∫ 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

= ∫
1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑥)))

′

]
𝛾

𝑑𝑥
+∞

−∞

+ ∫
1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑥)))

′

]
𝛾

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

∫ 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

=
1

𝑘
∙ ∫ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑥)))

′

]
𝛾

𝑑𝑥
+∞

−∞

+
1

𝑘

∙ ∫ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑥)))
′

]
𝛾

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

∫ 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

=
1

𝑘
∙ (∫ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑥)))

′

]
𝛾

𝑑𝑥
+∞

−∞

+ ∫ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑥)))
′

]
𝛾

𝑑𝑥
+∞

−∞

) 
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∫ 𝑓𝐺1 ,𝐺2
(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

=
1

𝑘
∙ 𝑘 = 1. 

 

Assim, deduz-se que ∫ 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞
= 1. 

Portanto, conclui-se que 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) é uma 𝑓𝑑𝑝 e que 𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) = ∫ 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

−∞
 é 

a sua 𝑓𝑑𝑎. 

 

Caso particular 1 da Proposição 3.3.1: Subcaso 1 do MGM-fdp 1 (MGM-fdp 

1.1). 

 
Se 𝜆 = 0 e 𝛿 = 1 e 𝛾 = 1, de acordo com a Proposição 3.3.1, então  

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))]  com 𝑥 ∈  𝑆 𝐺1

∪ 𝑆 𝐺2
. 

 

Demonstração:  
 

Como  𝐹𝐺1 ,𝐺2
(𝑥) = ∫ 𝑓𝐺1,𝐺2

(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

−∞
, logo 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∫ 𝑓𝐺1,𝐺2

(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

−∞

 

 

𝐹𝐺1 ,𝐺2
(𝑥) = ∫

1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑡)))

′

]
𝛾

𝑑𝑡

𝑥

−∞

+ ∫
1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑡))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑡))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑡)))

′

]
𝛾

𝑑𝑡.

𝑥

−∞

 

 

Como  𝛿 = 1 e 𝛾 = 1, logo substituindo na expressão acima, tem-se: 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∫

1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ 𝑓1 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑡)))

′

]
1

𝑑𝑡

𝑥

−∞

+ ∫
1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑡))) ∙ 𝑓1 (𝐷(𝐺2(𝑡))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑡)))

′

]
1

𝑑𝑡

𝑥

−∞

 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

1

𝑘
∙ ∫ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ 𝑓 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ (𝐶(𝐺1(𝑡)))

′

𝑑𝑡

𝑥

−∞

−
1

𝑘

∙ ∫ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑡))) ∙ 𝑓 (𝐷(𝐺2(𝑡))) ∙ (𝐷(𝐺2(𝑡)))
′

𝑑𝑡

𝑥

−∞
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𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

1

𝑘
∙

𝐹𝜆+1 (𝐶(𝐺1(𝑡)))

𝜆 + 1
]

−∞

𝑥

−
1

𝑘
∙

𝐹𝜆+1 (𝐷(𝐺2(𝑡)))

𝜆 + 1
]

−∞

𝑥

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

1

𝑘
∙

𝐹𝜆+1 (𝐶(𝐺1(𝑥)))

𝜆 + 1
−

1

𝑘
∙

𝐹𝜆+1 (𝐷(𝐺2(𝑥)))

𝜆 + 1
. 

 

Como 𝐹𝐺1,𝐺2
(+∞) = 1, logo substituindo na expressão acima, tem-se: 

 

𝐹𝐺1 ,𝐺2
(+∞) =

1

𝑘
∙

𝐹𝜆+1 (𝐶(𝐺1(+∞)))

𝜆 + 1
−

1

𝑘
∙

𝐹𝜆+1 (𝐷(𝐺2(+∞)))

𝜆 + 1
 

 

1 =
1

𝑘
∙

1

𝜆 + 1
−

1

𝑘
∙

0

𝜆 + 1
 

 

1 =
1

𝑘
∙

1

𝜆 + 1
. 

 

Assim, 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

1

𝑘
∙

𝐹𝜆+1 (𝐶(𝐺1(𝑥)))

𝜆 + 1
−

1

𝑘
∙

𝐹𝜆+1 (𝐷(𝐺2(𝑥)))

𝜆 + 1
 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

1

𝑘
∙

1

𝜆 + 1
∙ 𝐹𝜆+1 (𝐶(𝐺1(𝑥))) −

1

𝑘
∙

1

𝜆 + 1
∙ 𝐹𝜆+1 (𝐷(𝐺2(𝑥))) 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐹𝜆+1 (𝐶(𝐺1(𝑥))) − 𝐹𝜆+1 (𝐷(𝐺2(𝑥))). 

 

Como 𝜆 ≥ 0, logo para 𝜆 = 0  e substituindo na expressão acima, tem-se: 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐹𝜆+1 (𝐶(𝐺1(𝑥))) − 𝐹𝜆+1 (𝐷(𝐺2(𝑥))) 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐹0+1 (𝐶(𝐺1(𝑥))) − 𝐹0+1 (𝐷(𝐺2(𝑥))) 
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𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐹 (𝐶(𝐺1(𝑥))) − 𝐹 (𝐷(𝐺2(𝑥))). 

 

Portanto, conclui-se que MGM-fda 1 é um subcaso do MGM-fdp 1. 

Note ainda que o MGM-fdp 2 tem como caso particular o MGM-fda 1 como da 

MGM-fdp 1, entretanto o mesmo não é caso particular do método aqui proposto, 

necessitando de outras demonstrações para validação do mesmo, que não é foco 

deste estudo.. 

Observe ainda o caso MGM-fdp 1.3, inserido na tabela 3.3, em que se deve 

considerar  

𝜆 = 0 e 𝛿 = 1 e 𝛾 = 1 e 𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝛽 = 𝜃, 

então 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 1 − 𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))] com 𝑥 ∈  𝑆 𝐺1

∪ 𝑆 𝐺2
. 

Concluindo que 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 1 − 𝐹 (𝐷(𝐺2(𝑥))) . 

Por fim, considerando na tabela 3.3 o MGM-fdp 1.4 e MGM-fdp 1.5 em que se 

deve tomar, respectivamente, 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝛽 = 𝜃, então 𝑓𝐺1 ,𝐺2
(𝑥) =

1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙

[(−𝐷(𝐺2(𝑥)))
′

]
𝛾

  

com 𝑥 ∈  𝑆 𝐺1
∪  𝑆 𝐺2

 

e, 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛼 = 𝜃,  

então 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑥)))

′

]
𝛾

  

com 𝑥 ∈  𝑆 𝐺1
∪  𝑆 𝐺2

, 

também não são casos particulares, uma vez que não estão dentro das condições 

impostas pelo método aqui proposto, de serem bijetoras. 

A seguir serão apresentados em uma tabela alguns subcasos oriundos do 

método MGM-fdp 1 e 4 (quatro) casos não particulares mencionados anteriormente 

(MGM-fdp 1.2 a MGM-fdp 1.5). 
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3.3.1.1 Métodos construtores de distribuições com suporte (, ) 

 

 A Tabela 3.3 a seguir, mostra alguns valores para 𝜆, 𝛿, 𝛾, α, β e θ, e alguns 

pares de funções para C(G1(x)) e D(G2(x)) e suas derivadas, para alimentar as 

expressões 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑥)))

′

]
𝛾

+
1

𝑘
∙

𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑥)))
′

]
𝛾

  e 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∫ 𝑓𝐺1 ,𝐺2

(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

−∞
, 

gerando os subcasos oriundos do método MGM-fdp 1.  Por questão de organização 

na forma de tabela, a mesma consta os quatro casos não particulares que são os 

casos MGM-fdp1.2 a MGMF-fdp1.5. 

 

Tabela 3.3: alguns subcasos gerados pelo método MGM-fdp 1. 

M
G

M
-f

d
p
 1

.1
 𝜆 = 0 𝛿 = 1 𝛾 = 1 

𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′
 

M
G

M
-f

d
p
 1

.2
 𝜆 = 0 𝛿 = 1 𝛾 = 1 

𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛼 = 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

M
G

M
-f

d
p
 1

.3
 𝜆 = 0 𝛿 = 1 𝛾 = 1 

𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝛽 = 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′
 

M
G

M
-f

d
p
 1

.4
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝛽 = 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′
 

M
G

M
-f

d
p
 1

.5
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛼 = 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 
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6
M

G
M

-f
d

p
 1

.6
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = (𝛽 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= (𝛽 − 𝜃)𝑔
1
(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = (𝜃 − 𝛼)(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝛼 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −(𝜃 − 𝛼)𝑔
2
(𝑥) 

M
G

M
-f

d
p
 1

.7
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = 0 𝛽 = 1 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = (1 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= (1 − 𝜃)𝑔1(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝜃(1 − 𝐺2(𝑥)) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −𝜃𝑔2(𝑥) 

M
G

M
-f

d
p
 1

.8
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
𝐺1(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
+ 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔1(𝑥)

(1 − 𝐺1(𝑥))
2
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = (𝜃 − 𝛼)(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝛼 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −(𝜃 − 𝛼)𝑔2(𝑥) 

M
G

M
-f

d
p
 1

.9
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −ln (1 − 𝐺1(𝑥)) + 𝜃 
[𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔
1
(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = (𝜃 − 𝛼)(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝛼 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −(𝜃 − 𝛼)𝑔
2
(𝑥) 

M
G

M
-f

d
p
 1

.1
0
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = tg (
π𝐺1(𝑥)

2
) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

π𝑔
1
(𝑥)

2
Sec

2 (
π𝐺1(𝑥)

2
) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = (𝜃 − 𝛼)(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝛼 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −(𝜃 − 𝛼)𝑔
2
(𝑥) 

M
G

M
-f

d
p
 1

.1
1
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = 0 𝛽 = +∞ 𝜃 > 0 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
𝜃

1 − 𝐺1(𝑥)
 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝜃𝑔1(𝑥)

(1 − 𝐺1(𝑥))
2
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝜃(1 − 𝐺2(𝑥)) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −𝜃𝑔2(𝑥) 

M
G

M
-f

d
p
  

1
.1

2
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = (𝛽 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= (𝛽 − 𝜃)𝑔1(𝑥) 

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −
𝐺2(𝑥)

1 − 𝐺2(𝑥)
+ 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔2(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))
2 



72 

 

M
G

M
-f

d
p
 1

.1
3
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = (𝛽 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= (𝛽 − 𝜃)𝑔1(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = ln(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝜃 
[𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔2(𝑥)

1 − 𝐺2(𝑥)
 

M
G

M
-f

d
p
 1

.1
4
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = (𝛽 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= (𝛽 − 𝜃)𝑔
1
(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −tg (
π𝐺2(𝑥)

2
) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

π𝑔
2
(𝑥)

2
Sec2 (

π𝐺2(𝑥)

2
) 

M
G

M
-f

d
p
 1

.1
5
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = 0 𝜃 < 0 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝜃(1 − 𝐺1(𝑥)) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= −𝜃𝑔1(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) =
𝜃

1 − 𝐺2(𝑥)
 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
=

𝜃𝑔2(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))
2

 

M
G

M
-f

d
p
 1

.1
6
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
𝐺1(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
+ 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔
1
(𝑥)

(1 − 𝐺1(𝑥))
2 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −
𝐺2(𝑥)

1 − 𝐺2(𝑥)
+ 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))
2 

 

M
G

M
-f

d
p
 1

.1
7
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −ln (1 − 𝐺1(𝑥)) + 𝜃 
[𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔
1
(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
 

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = ln(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝜃 
[𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

1 − 𝐺2(𝑥)
 

M
G

M
-f

d
p
 1

.1
8
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = tg (
π𝐺1(𝑥)

2
) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

π𝑔
1
(𝑥)

2
Sec

2 (
π𝐺1(𝑥)

2
) 

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −tg (
π𝐺2(𝑥)

2
) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

π𝑔
2
(𝑥)

2
Sec

2 (
π𝐺2(𝑥)

2
) 
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M
G

M
-f

d
p
 1

.1
9
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
𝐺1(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
+ 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔
1
(𝑥)

(1 − 𝐺1(𝑥))
2 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −tg (
π𝐺2(𝑥)

2
) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

π𝑔
2
(𝑥)

2
Sec

2 (
π𝐺2(𝑥)

2
) 

 

M
G

M
-f

d
p
 1

.2
0
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
𝐺1(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
+ 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔
1
(𝑥)

(1 − 𝐺1(𝑥))
2 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = ln(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝜃 
[𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

1 − 𝐺2(𝑥)
 

 

M
G

M
-f

d
p
 1

.2
1
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −ln (1 − 𝐺1(𝑥)) + 𝜃 
[𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔
1
(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −
𝐺2(𝑥)

1 − 𝐺2(𝑥)
+ 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))
2 

 

M
G

M
-f

d
p
 1

.2
2
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −ln (1 − 𝐺1(𝑥)) + 𝜃 
[𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔
1
(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −tg (
π𝐺2(𝑥)

2
) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

π𝑔
2
(𝑥)

2
Sec2 (

π𝐺2(𝑥)

2
) 

M
G

M
-f

d
p
 1

.2
3
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = tg (
π𝐺1(𝑥)

2
) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

π𝑔
1
(𝑥)

2
Sec2 (

π𝐺1(𝑥)

2
) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −
𝐺2(𝑥)

1 − 𝐺2(𝑥)
+ 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))
2 

M
G

M
-f

d
p
 1

.2
4
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = tg (
π𝐺1(𝑥)

2
) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

π𝑔
1
(𝑥)

2
Sec2 (

π𝐺1(𝑥)

2
) 

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = ln(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝜃 
[𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

1 − 𝐺2(𝑥)
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M
G

M
-f

d
p
 1

.2
5
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛼 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
𝐺1(𝑥) + 𝐺2(𝑥) − 1

(1 − 𝐺1(𝑥))𝐺2(𝑥)
 

[𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

=
𝑔1(𝑥)𝐺1(𝑥)(2 − 𝐺2(𝑥)) + 𝑔2(𝑥)(1 + G1

2(𝑥)) − 2(𝑔1(𝑥) + 𝑔2(𝑥))𝐺1(𝑥)𝐺2(𝑥)

[(1 − 𝐺1(𝑥))𝐺2(𝑥)]
2  

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛼 = 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

M
G

M
-f

d
p
 1

.2
6
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛼 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = tg (
2π𝐺1(𝑥) − π

2
) [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
= π𝑔1(𝑥)Sec2 (

2π𝐺1(𝑥) − π

2
) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛼 = 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

M
G

M
-f

d
p
 1

.2
7
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛼 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = ln (
𝐺1(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
) [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔1(𝑥)

(1 − 𝐺1(𝑥))𝐺1(𝑥)
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛼 = 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

M
G

M
-f

d
p
 1

.2
8
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛼 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = ln (−ln(1 − 𝐺1(𝑥))) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= −
𝑔1(𝑥)

(1 − 𝐺1(𝑥))ln(1 − 𝐺1(𝑥))
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛼 = 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

M
G

M
-f

d
p
 1

.2
9
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛼 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = ln (tg (
π𝐺1(𝑥)

2
)) [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

π𝑔1(𝑥)

2
cotg (

π𝐺1(𝑥)

2
) Sec2 (

π𝐺1(𝑥)

2
) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛼 = 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

M
G

M
-f

d
p
 1

.3
0
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛼 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −ln (−ln(𝐺1(𝑥))) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= −
𝑔1(𝑥)

𝐺1(𝑥)ln(𝐺1(𝑥))
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛼 = 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

M
G

M
-f

d
p
 1

.3
1
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝛽 = 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) =
1 − 𝐺1(𝑥) − 𝐺2(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))𝐺2(𝑥)
 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
=

𝑔1(𝑥)𝐺1(𝑥)(2 − 𝐺2(𝑥)) + 𝑔2(𝑥)(1 + G1
2(𝑥)) − 2(𝑔1(𝑥) + 𝑔2(𝑥))𝐺1(𝑥)𝐺2(𝑥)

[(1 − 𝐺1(𝑥))𝐺2(𝑥)]
2  
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Fonte: autoria própria 

 

 

 No próximo tópico, obtem-se o segundo Método Gerador de classes de 

distribuições probabilísticas via composições de funções de distribuições 

probabilísticas com Misturas de baselines a partir da construção de funções de 

ligações monotônicas Tipo 2 (MGM-fdp 2) 

 

 

M
G

M
-f

d
p
 1

.3
2
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝛽 = 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = tg (
π − 2π𝐺2(𝑥)

2
) [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −π𝑔2(𝑥)Sec2 (

π − 2π𝐺2(𝑥)

2
) 

 

M
G

M
-f

d
p
 1

.3
3
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝛽 = 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = ln (
1 − 𝐺2(𝑥)

𝐺2(𝑥)
) [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
=

𝑔2(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))𝐺2(𝑥)
 

M
G

M
-f

d
p
 1

.3
4
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝛽 = 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −ln (−ln(1 − 𝐺2(𝑥))) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −
𝑔2(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))ln(1 − 𝐺2(𝑥))
 

M
G

M
-f

d
p
 1

.3
5
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝛽 = 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −ln (tg (
π𝐺2(𝑥)

2
)) [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= π𝑔2

(𝑥) ∙ Cossec (
π𝐺2(𝑥)

2
) 

M
G

M
-f

d
p
 1

.3
6
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝛽 = 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) =  ln (−ln(𝐺2(𝑥))) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −
𝑔2(𝑥)

𝐺2(𝑥)ln(𝐺2(𝑥))
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3.3.2 Métodos geradores de classes de distribuições probabilísticas via 

composições de funções de distribuições de probabilidades a partir da 

construção de funções bijetoras de ligações com Mistura de baseline a 

partir da construção de funções de ligações monotônicas – tipo 2 (MGM-

fdp 2) 

 
 Neste tópico será apresentado a segunda proposição a partir da construção 

de funções de ligações que será denominada MGM-fdp 2, em seguida sua 

demonstração e uma tabela com alguns valores para 𝜆, 𝛿, 𝛾, 𝛼, 𝛽 e 𝜃 com alguns 

pares de funções e alguns subcasos gerados por este método. 

 

 

Proposição 3.3.2: Métodos geradores de classes de distribuições probabilísticas via 

composições com fdp – tipo 2 (MGM-fdp 2). 

 
Sejam 𝐹(𝑡) a fda de uma distribuição diferenciável, com derivada 𝑓(𝑡) com 

suporte em (𝛼, 𝛽)  e 𝐶(𝑦) uma função derivável bijetora crescente de (0,1) em (𝛼, 𝜃)  

e 𝐷(𝑦) uma função derivável bijetora decrescente de (0,1) em (𝜃, 𝛽)   com  𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝛽 

(os limites infinitos são permitidos),   𝐺1(𝑥) e 𝐺2(𝑥) duas fda’s arbitrárias de 

distribuições diferenciáveis com suportes  𝑆 𝐺1
 e  𝑆 𝐺2

, e lim
𝑦→1−

𝐶(𝑦) = lim
𝑦→1−

𝐷(𝑦) =  𝜃 e 

𝑘 = − ∫ 𝐹𝜆
(𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ 𝑓𝛿

(𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑡)))
′
]

𝛾

𝑑𝑡
+∞

−∞
+ ∫ 𝐹𝜆

(𝐷(𝐺2(𝑡))) ∙
+∞

−∞

𝑓𝛿
(𝐷(𝐺2(𝑡))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑡)))

′
]

𝛾

𝑑𝑡 e 𝜆 ≥ 0 e 𝛿 > 0 e 𝛾 ≥ 0. Então, a seguinte função 

tem as propriedades de uma fdp: 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙

[(𝐶(𝐺1(𝑡)))
′
]

𝛾

+
1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑡))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑡))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑡)))

′
]

𝛾

, para 𝑥 ∈  𝑆 𝐺1
∪ 𝑆 𝐺2

 e 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 0 para 𝑥 ∉   𝑆 𝐺1

∪  𝑆 𝐺2
 e  que 𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) = ∫ 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

−∞
  é a sua 𝑓𝑑𝑎. 

 

 

Demonstração:  
 

Como 𝐶 é crescente e 𝐺1 é não decrescente, logo 𝐶(𝐺1(𝑥)) é não 

decrescente. Logo (𝐶(𝐺1(𝑥)))
′

≥ 0 e, consequentemente, [(𝐶(𝐺(𝑥)))
′

]
𝛾

≥ 0. 
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Como 𝐷 é decrescente e 𝐺2 é não decrescente, logo 𝐷(𝐺2(𝑥)) é não 

crescente. Logo (−𝐷(𝐺2(𝑥)))
′

≥ 0 e, consequentemente, [(−𝐷(𝐺2(𝑥)))
′

]
𝛾

≥ 0. 

Como 𝑓(𝑥) é uma  𝑓𝑑𝑝 e 𝐾 = ∫ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑡)))
′

]
𝛾

𝑑𝑡
+∞

−∞
+

∫ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑡))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑡))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑡)))
′

]
𝛾

𝑑𝑡
+∞

−∞
, logo 𝐹𝜆(𝑥) ≥ 0 e 𝑓𝛿(𝑥) ≥ 0 e 𝑘 > 0. 

Assim, 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑥)))

′

]
𝛾

+
1

𝑘
∙

𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑥)))
′

]
𝛾

≥ 0. 

Portanto, 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) ≥ 0. 

Agora será verificado que 𝐹𝐺1 ,𝐺2
(𝑥) = ∫ 𝑓𝐺1,𝐺2

(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞
= 1. 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∫

1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑥)))

′

]
𝛾

𝑑𝑥
+∞

−∞

+ ∫
1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑥)))

′

]
𝛾

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

1

𝑘
∙ ∫ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑥)))

′

]
𝛾

𝑑𝑥
+∞

−∞

+
1

𝑘

∙ ∫ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑥)))
′

]
𝛾

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝐹𝐺1 ,𝐺2
(𝑥) = (

1

𝑘
∙ ∫ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑥)))

′

]
𝛾

𝑑𝑥

+∞

−∞

+ ∫ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑥)))
′

]
𝛾

𝑑𝑥

+∞

−∞

) 

 

∫ 𝑓𝐺1 ,𝐺2
(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

=
1

𝑘
∙ 𝑘 = 1. 

 

Assim, deduz-se que ∫ 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞
= 1. 

Portanto, conclui-se que 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) é uma 𝑓𝑑𝑝 e que 𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) = ∫ 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

−∞
 é 

a sua 𝑓𝑑𝑎. 
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Corolário 1 da Proposição 3.3.2: Subcaso 1 do MGM-fdp 2 (MGM-fdp 2.1). 

 
Se 𝜆 = 0 e 𝛿 = 1 e 𝛾 = 1, de acordo com a Proposição 3.3.2, então   

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 1 − 𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))] + 𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))]  com 𝑥 ∈  𝑆 𝐺1

∪  𝑆 𝐺2
. 

A demonstração é similar ao Corolário 1 da Proposição 3.3.1, em que será 

possível concluir que o MGM-fda 2 é um subcaso do MGM-fdp 2. 

De modo similar ao apresentado no MGM-fdp1, tem-se inseridos na tabela 

3.4, os MGM-fdp 2.2 a MGM-fdp2.5 que não são casos particulares pelos mesmos 

motivosjá explicitados anteriormente, entretanto, por questão de organização da 

tabela os mesmos foram aqui inseridos. 

A seguir serão apresentados em uma tabela alguns subcasos oriundos do 

método MGM-fdp 2, juntamente com os casos não particulares, aqui denominados 

de MGM-fdp2.2 a MGM-fdp2.5. 

 

 

3.3.2.1 Métodos construtores de distribuições com suporte (, ) 

 

 A Tabela 3.4 a seguir, mostra alguns valores para 𝜆, 𝛿, 𝛾, α, β e θ, e alguns 

pares de funções para C(G1(x)) e D(G2(x)) e suas derivadas, para alimentar as 

expressões 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑥)))

′
]

𝛾

+
1

𝑘
∙

𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑥)))
′
]

𝛾

 e 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∫ 𝑓𝐺1,𝐺2

(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

−∞
, gerando os 

subcasos oriundos do método MGM-fdp 2. Por questão de organização na forma de 

tabela, a mesma consta os quatro casos não particulares que são os casos MGM-

fdp2.2 a MGMF-fdp2.5. 

 

 

Tabela 3.4: alguns subcasos gerados pelo método MGM-fdp 2 

 

M
G

M
-f

d
p
 2

.1
 𝜆 = 0 𝛿 = 1 𝛾 = 1 

𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′
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M
G

M
-f

d
p
 2

.2
 

𝜆 = 0 𝛿 = 1 𝛾 = 1 

𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛽 = 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

 

M
G

M
-f

d
p
 2

.3
 𝜆 = 0 𝛿 = 1 𝛾 = 1 

𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝛼 = 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′
 

M
G

M
-f

d
p
 2

.4
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝛼 = 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′
 

M
G

M
-f

d
p
 2

.5
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛽 = 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

 

M
G

M
-f

d
p
 2

.6
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = (𝜃 − 𝛼)𝐺1(𝑥) + 𝛼 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= (𝜃 − 𝛼)𝑔
1
(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = (𝛽 − 𝜃)(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −(𝛽 − 𝜃)𝑔
2
(𝑥) 

 

M
G

M
-f

d
p
 2

.7
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = 0 𝛽 = 1 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝜃𝐺1(𝑥) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 𝜃𝑔1(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = (1 − 𝜃)(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −(1 − 𝜃)𝑔
2
(𝑥) 

 

M
G

M
-f

d
p
 2

.8
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝛼 + (𝜃 − 𝛼)𝐺1(𝑥) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= (𝜃 − 𝛼)𝑔
1
(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) =
1 − 𝐺2(𝑥)

𝐺2(𝑥)
+ 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

G2
2(𝑥)
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M
G

M
-f

d
p
 2

.9
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = (𝜃 − 𝛼)𝐺1(𝑥) + 𝛼 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= (𝜃 − 𝛼)𝑔
1
(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −ln(𝐺2(𝑥)) + 𝜃 
[𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

𝐺2(𝑥)
 

M
G

M
-f

d
p
 2

.1
0
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = (𝜃 − 𝛼)𝐺1(𝑥) + 𝛼 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= (𝜃 − 𝛼)𝑔
1
(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = tg (
π(1 − 𝐺2(𝑥))

2
) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

π𝑔
2
(𝑥)

2
Sec

2 (
π(1 − 𝐺2

(𝑥))

2
) 

M
G

M
-f

d
p
 2

.1
1
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = 0 𝛽 = +∞ 𝜃 > 0 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝜃𝐺1(𝑥) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 𝜃𝑔
1
(𝑥) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) =
𝜃

𝐺2(𝑥)
 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝜃𝑔
2
(𝑥)

G2
2(𝑥)

 

M
G

M
-f

d
p
 2

.1
2
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −
1 − 𝐺1(𝑥)

𝐺1(𝑥)
+ 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔
1
(𝑥)

G1
2(𝑥)

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = (𝛽 − 𝜃)(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −(𝛽 − 𝜃)𝑔
2
(𝑥) 

M
G

M
-f

d
p
 2

.1
3
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = ln(𝐺1(𝑥)) + 𝜃 
[𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔
1
(𝑥)

𝐺1(𝑥)
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = (𝛽 − 𝜃)(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −(𝛽 − 𝜃)𝑔
2
(𝑥) 

M
G

M
-f

d
p
 2

.1
4
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −tg (
π(1 − 𝐺1(𝑥))

2
) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

π𝑔
1
(𝑥)

2
Sec

2 (
π(1 − 𝐺1

(𝑥))

2
) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = (𝛽 − 𝜃)(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= −(𝛽 − 𝜃)𝑔
2
(𝑥) 

M
G

M
-f

d
p
 2

.1
5
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = 0 𝜃 < 0 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
𝜃

𝐺1(𝑥)
 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
= −

𝜃𝑔
1
(𝑥)

G1
2(𝑥)

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝜃𝐺2(𝑥) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 𝜃𝑔2(𝑥) 
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M
G

M
-f

d
p
 2

.1
6
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −
1 − 𝐺1(𝑥)

𝐺1(𝑥)
+ 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔1(𝑥)

G1
2(𝑥)

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) =
1 − 𝐺2(𝑥)

𝐺2(𝑥)
+ 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔2(𝑥)

G2
2(𝑥)

 

M
G

M
-f

d
p
 2

.1
7
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = ln(𝐺1(𝑥)) + 𝜃 
[𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔1(𝑥)

𝐺1(𝑥)
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −ln(𝐺2(𝑥)) + 𝜃 
[𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔2(𝑥)

𝐺2(𝑥)
 

M
G

M
-f

d
p
 2

.1
8
 

𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −tg (
π(1 − 𝐺1(𝑥))

2
) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

π𝑔
1
(𝑥)

2
Sec

2 (
π(1 − 𝐺

1
(𝑥))

2
) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = tg (
π(1 − 𝐺2(𝑥))

2
) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]
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π𝑔
2
(𝑥)

2
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2 (
π(1 − 𝐺

2
(𝑥))

2
) 
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𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −
1 − 𝐺1(𝑥)

𝐺1(𝑥)
+ 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]
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1
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𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −
1 − 𝐺1(𝑥)

𝐺1(𝑥)
+ 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔1(𝑥)

G1
2

(𝑥)
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = l − ln(𝐺2(𝑥)) + 𝜃 
[𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔2(𝑥)

𝐺2(𝑥)
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𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = ln(𝐺1(𝑥)) + 𝜃 
[𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔1(𝑥)

𝐺1(𝑥)
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) =
1 − 𝐺2(𝑥)

𝐺2(𝑥)
+ 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔2(𝑥)

G2
2

(𝑥)
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𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = ln(𝐺1(𝑥)) + 𝜃 
[𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔
1
(𝑥)

𝐺1(𝑥)
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = tg (
π(1 − 𝐺2(𝑥))

2
) + 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
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π𝑔
2
(𝑥)

2
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2 (
π(1 − 𝐺2(𝑥))
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𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −tg (
π(1 − 𝐺1(𝑥))

2
) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

π𝑔
1
(𝑥)

2
Sec

2 (
π(1 − 𝐺1(𝑥))

2
) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) =
1 − 𝐺2(𝑥)

𝐺2(𝑥)
+ 𝜃 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

G2
2(𝑥)
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𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −tg (
π(1 − 𝐺2(𝑥))

2
) + 𝜃 [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

π𝑔
1
(𝑥)

2
Sec

2 (
π(1 − 𝐺1(𝑥))

2
) 

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −ln(𝐺2(𝑥)) + 𝜃 
[𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
= −

𝑔
2
(𝑥)

𝐺2(𝑥)
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G

M
-f
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p
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𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
𝐺1(𝑥) + 𝐺2(𝑥) − 1

(1 − 𝐺1(𝑥)) 𝐺2(𝑥)
 

[𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

=
𝑔1(𝑥)𝐺1(𝑥)(2 − 𝐺2(𝑥)) + 𝑔2(𝑥)(1 + G1

2(𝑥)) − 2(𝑔1(𝑥) + 𝑔2(𝑥))𝐺1(𝑥)𝐺2(𝑥)

[(1 − 𝐺1(𝑥))𝐺2(𝑥)]
2  

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = +∞ [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

M
G

M
-f

d
p
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𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = tg (
2π𝐺1(𝑥) − π

2
) [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
= π𝑔1(𝑥)Sec2 (

2π𝐺1(𝑥) − π

2
) 

 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −∞ [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

M
G

M
-f

d
p
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7
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = ln (
𝐺1(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
) [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

𝑔1(𝑥)

(1 − 𝐺1(𝑥))𝐺1(𝑥)
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = +∞ [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 



83 

 

M
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d
p
 2
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8
 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = ln (−ln(1 − 𝐺1(𝑥))) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= −
𝑔1

(𝑥)

(1 − 𝐺1(𝑥))ln(1 − 𝐺1(𝑥))
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = +∞ [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 

M
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M
-f

d
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 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = ln (tg (
π𝐺1(𝑥)

2
)) [𝐶(𝐺1(𝑥))]

′
=

π𝑔1(𝑥)

2
cotg (

π𝐺1(𝑥)

2
) Sec2 (

π𝐺1(𝑥)

2
) 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = +∞ [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 
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 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛽 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −ln (−ln(𝐺1(𝑥))) [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= −
𝑔1(𝑥)

𝐺1(𝑥)ln(𝐺1(𝑥))
 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = +∞ [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′

= 0 
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 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛼 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −∞ [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) =
1 − 𝐺1(𝑥) − 𝐺2(𝑥)

(1 − 𝐺2(𝑥))𝐺2(𝑥)
 [𝐷(𝐺2(𝑥))]

′
=

𝑔1(𝑥)𝐺1(𝑥)(2 − 𝐺2(𝑥)) + 𝑔2(𝑥)(1 + G1
2(𝑥)) − 2(𝑔1(𝑥) + 𝑔2(𝑥))𝐺1(𝑥)𝐺2(𝑥)

[(1 − 𝐺1(𝑥))𝐺2(𝑥)]
2  
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𝐶(𝐺1(𝑥)) = +∞ [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′

= 0 
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 𝜆 𝛿 𝛾 

𝛼 = −∞ 𝛽 = +∞ 𝜃 = 𝛼 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = +∞ [𝐶(𝐺1(𝑥))]
′
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𝐷(𝐺2(𝑥)) = ln (
1 − 𝐺2(𝑥)

𝐺2(𝑥)
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′
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Fonte: autoria própria 

 

 

 A seguir é realizado o estudo do suporte para as classes das distribuições 

probabilísticas propostas neste trabalho. 

 

 

3.4. Suportes para as Classes de Distribuições Probabilísticas. 

 

 

3.4.1 Estudo do suporte e do comportamento dos métodos  

 

Na literatura tem-se diversas classes com uma única baseline, em que o 

suporte da classe é o suporte da baseline. Com o surgimento do método que gera 

classes com uma ou mais baselines, é necessário estudar o suporte da classe em 

função do suporte das baselines, por exemplo, o trabalho de Cordeiro et al (2023) 

apresenta sua classe com duas baselines. 

A seguir será enunciada a proposição 3.4.1 para o suporte das classes 

geradas pelo MGM-fda 1 e a proposição 3.4.2 para o suporte das classes geradas 

pelo MGM-fda 2. Nota-se que os suportes para os métodos MGM-fdp são os 

mesmos da fda, assim, os cálculos aqui serão omitidos. 
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′
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𝐷(𝐺2(𝑥)) =  ln (−ln(𝐺2(𝑥))) [𝐷(𝐺2(𝑥))]
′
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Proposição 3.4.1:  
 

Sejam 𝐹(𝑡) a fda de uma distribuição contínua com suporte em (𝛼, 𝛽)   e 𝐷(𝑦) 

uma função contínua bijetora decrescente de (0,1) em (𝛼, 𝜃)  e 𝐶(𝑦) uma função 

contínua bijetora crescente de (0,1) em (𝜃, 𝛽)   com  𝛼 ≤ 𝜃 ≤ 𝛽 (os limites infinitos 

são permitidos),   𝐺1(𝑥) e 𝐺2(𝑥) duas fda’s arbitrárias de distribuições contínuas, e 

lim
𝑦→0

𝐶(𝑦) = lim
𝑦→0

𝐷(𝑦) =  𝜃. Então, o suporte da classe 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))] −

𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))] é a união dos suportes das baselines. 

 

Demonstração: 
 

Como 𝑆𝑓 = 𝐼𝑚 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∪ 𝐼𝑚 (𝐷(𝐺2(𝑥))) e 𝐼𝑚 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∩

𝐼𝑚 (𝐷(𝐺2(𝑥))) = 𝜙 ou no máximo podendo ter um ponto em comum gerado por 

lim
𝑦→0

𝐶(𝑦) = lim
𝑦→0

𝐷(𝑦) =  𝜃, logo temos que 𝑥 ∈ 𝑆𝑓 se, e somente se existe 𝑥 ∈ 𝑆𝐺1
∪

𝑆𝐺2
. Portanto, 𝑆𝑓𝐺1,𝐺2

= 𝑆𝐺1
∪ 𝑆𝐺2

. 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐶′(𝐺1(𝑥)) ∙ 𝑓[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐷′(𝐺2(𝑥)) ∙ 𝑓[𝐷(𝐺2(𝑥))] para 𝑥 ∈ 𝑆𝑓𝐺1,𝐺2

 e  

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 0 para  𝑥𝑆𝑓𝐺1,𝐺2

. 

 

A seguir será enunciada a proposição 3.4.2 para o suporte do método MGM-

fda 2. 

 

 

Proposição 3.4.2:  
 

Sejam 𝐹(𝑡) a fda de uma distribuição contínua com suporte em (𝛼, 𝛽)   e 𝐶(𝑦) 

uma função contínua bijetora crescente de (0,1) em (𝛼, 𝜃)  e 𝐷(𝑦) uma função 

contínua bijetora decrescente de (0,1) em (𝜃, 𝛽)   com 𝛼 < 𝛽 e 𝛼 ≤ 𝜃 e 𝜃 ≤ 𝛽 (os 

limites infinitos são permitidos),   𝐺1(𝑥) e 𝐺2(𝑥) duas fda’s arbitrárias de distribuições 

contínuas e lim
𝑦→1

𝐶(𝑦) = lim
𝑦→1

𝐷(𝑦) = 𝜃. Então, o suporte da classe 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝐻𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 1 + 𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))] é a união dos suportes das baselines. 
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Demonstração: 
 

Como 𝑆𝑓 = 𝐼𝑚 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∪ 𝐼𝑚 (𝐷(𝐺2(𝑥))) e 𝐼𝑚 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∩

𝐼𝑚 (𝐷(𝐺2(𝑥))) = 𝜙 ou no máximo podendo ter um ponto em comum gerado por 

lim
𝑦→0

𝐶(𝑦) = lim
𝑦→0

𝐷(𝑦) =  𝜃, logo temos que 𝑥 ∈ 𝑆𝑓 se, e somente se existe 𝑥 ∈ 𝑆𝐺1
∪

𝑆𝐺2
. Portanto, 𝑆𝑓𝐺1,𝐺2

= 𝑆𝐺1
∪ 𝑆𝐺2

. 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐶′(𝐺1(𝑥)) ∙ 𝑓[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐷′(𝐺2(𝑥)) ∙ 𝑓[𝐷(𝐺2(𝑥))] para 𝑥 ∈ 𝑆𝑓𝐺1,𝐺2

 e  

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 0 para  𝑥𝑆𝑓𝐺1,𝐺2

. 

 

A seguir realiza-se o estudo da identificabilidade para as classes das 

distribuições probabilísticas propostas neste trabalho. 

 

 

3.5. Identificabilidade das classes geradas pelos métodos 

 

 Quando há misturas podem ocorrer problemas de identificabilidade, conforme 

apontado por Teicher (1961). Vale salientar que a identificabilidade é uma 

propriedade relativa ao modelo e não a algum método específico de estimação, 

entretanto, se um modelo não é identificável a inferência poderá ser dificultada. 

 É importante perceber que nem todas as classes de distribuições são 

identificáveis. Algumas vezes pode haver parâmetros redundantes que levam a 

distribuições equivalentes, por exemplo. Nesses casos, não é possível distinguir 

entre diferentes conjuntos de parâmetros, baseando-se apenas nos dados 

observados.  

Para que uma classe de distribuições seja considerada identificável é 

necessário que seus parâmetros diferentes produzam distribuições diferentes, ou 

seja, se dois conjuntos diferentes de parâmetros resultam em distribuições 

estatísticas distintas, então a classe de distribuições é considerada identificável. 

Neste tópico será realizado o estudo da identificabilidade das classes geradas 

pelos métodos aqui propostos, entretanto, não serão apresentados o estudo da 

identificabilidade para os métodos MGM-fdp, uma vez que os mesmos, 

diferentemente do MGM-fda, já possuem os parâmetros 𝜆, 𝛿 e 𝛾 na própria 



87 

 

expressão do método, não sendo possível determinar se a classe gerada será 

identificável ou não. Assim, o estudo do suporte deverá ocorrer após alimentar os 

métodos com as baselines na classe encontrada. 

 

 

PROPOSIÇÃO 3.5.1: Identificabilidade das classes geradas pelo método MGM-fda 1 

 

Sejam 𝐺1(𝑥|𝜃1) e 𝐺2(𝑥|𝜃2) as baselines do método MGM-fda 1 definida pela 

expressão 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))], 𝜃1 = (𝜃11, … , 𝜃1𝑛) ∈  𝛩1, 𝜃2 =

(𝜃21, … , 𝜃2𝑚) ∈  𝛩2 e 𝜃 = (𝜃11, … , 𝜃1𝑛,𝜃21, … , 𝜃2𝑚) ∈  𝛩, em que 𝛩1, 𝛩2 e 𝛩 são 

espaços paramétricos associados a 𝐺1, 𝐺2 e 𝐻𝐺1,𝐺2
, respectivamente. Se 𝐺1, e 𝐺2 são 

identificáveis e os parâmetros do método são apenas os das baselines, então 𝐻𝐺1,𝐺2
 

é identificável. 

 

Prova: 
 

Assuma que 𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥|𝜃1))] = 𝐹 [𝐶 (𝐺1(𝑥|𝜃1
∗))], em que {𝜃1, 𝜃1

∗} ⊂ 𝛩1 e 𝜃1 ≠

𝜃1
∗. Como 𝐹[𝐶] é injetiva, 𝐺1(𝑥|𝜃1) = 𝐺1(𝑥|𝜃1

∗); isso é uma contradição, porque nega 

a identificabilidade de 𝐺1. Portanto, se 𝜃1 ≠ 𝜃1
∗, então 𝐹 [𝐶 (𝐺1(𝑥|𝜃1))] ≠

𝐹 [𝐶 (𝐺1(𝑥|𝜃1
∗))]. Analogamente, é fácil verificar isso para {𝜃2, 𝜃2

∗} ⊂ 𝛩2, se 𝜃2 ≠ 𝜃2
∗, 

então 𝐹 [𝐷 (𝐺2(𝑥|𝜃2))] ≠ 𝐹 [𝐷 (𝐺2(𝑥|𝜃2
∗))]. 

Agora considere {𝜃, 𝜃∗} ⊂ 𝛩 de modo que 𝜃 ≠ 𝜃∗ e suponha que 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥|𝜃) =

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥|𝜃∗). Se 𝜃1 = 𝜃1

∗ e 𝜃2 ≠ 𝜃2
∗, então podemos inferir da equação 𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) =

𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))] que 𝐺2(𝑥|𝜃2) = 𝐺2(𝑥|𝜃2
∗), a saber, um absurdo. Da 

mesma forma se 𝜃1 ≠ 𝜃1
∗ e 𝜃2 = 𝜃2

∗, chegaremos a uma contradição semelhante que 

𝐺1(𝑥|𝜃1) = 𝐺1(𝑥|𝜃1
∗). Se 𝜃1 ≠ 𝜃1

∗ e 𝜃2 = 𝜃2
∗, então a suposição falha desde 

𝐻𝐺1,𝐺2
(𝑥|𝜃) ≠ 𝐻𝐺1,𝐺2

(𝑥|𝜃∗) para quase todos os valores de 𝑥 pertencente ao suporte. 

Portanto, 𝐻𝐺1,𝐺2
 é identificável. 
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PROPOSIÇÃO 3.5.2: Identificabilidade das classes geradas pelo método MGM-fda 2 
 

Sejam 𝐺1(𝑥|𝜃1) e 𝐺2(𝑥|𝜃2) as baselines do método MGM-fda 2 definida pela 

expressão 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 1 + 𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))], 𝜃1 = (𝜃11, … , 𝜃1𝑛) ∈  𝛩1, 𝜃2 =

(𝜃21, … , 𝜃2𝑚) ∈  𝛩2 e = 𝜃(𝜃11, … , 𝜃1𝑛,𝜃21, … , 𝜃2𝑚) ∈  𝛩, em que 𝛩1, 𝛩2 e 𝛩 são espaços 

paramétricos associados a 𝐺1, 𝐺2 e 𝐻𝐺1,𝐺2
, respectivamente. Se 𝐺1, e 𝐺2 são 

identificáveis e os parâmetros do método são apenas os das baselines, então 𝐻𝐺1,𝐺2
 

é identificável. 

 

Prova: 
 

Considere 𝐹 [𝐶 (𝐺1(𝑥|𝜃1))] = 𝐹 [𝐶 (𝐺1(𝑥|𝜃1
∗))], em que {𝜃1, 𝜃1

∗} ⊂ 𝛩1 e 𝜃1 ≠ 𝜃1
∗. 

Como 𝐹[𝐶] é injetiva, 𝐺1(𝑥|𝜃1) = 𝐺1(𝑥|𝜃1
∗); isso é uma contradição, porque nega a 

identificabilidade de 𝐺1. Portanto, se 𝜃1 ≠ 𝜃1
∗, então 𝐹 [𝐶 (𝐺1(𝑥|𝜃1))] ≠

𝐹 [𝐶 (𝐺1(𝑥|𝜃1
∗))]. Analogamente, é fácil verificar isso para {𝜃2, 𝜃2

∗} ⊂ 𝛩2, se 𝜃2 ≠ 𝜃2
∗, 

então 𝐹 [𝐷 (𝐺2(𝑥|𝜃2))] ≠ 𝐹 [𝐷 (𝐺2(𝑥|𝜃2
∗))]. 

Agora considere {𝜃, 𝜃∗} ⊂ 𝛩 de modo que 𝜃 ≠ 𝜃∗ e suponha que 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥|𝜃) =

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥|𝜃∗). Se 𝜃1 = 𝜃1

∗ e 𝜃2 ≠ 𝜃2
∗, então podemos inferir da equação 𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) = 1 +

𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))] que 𝐺2(𝑥|𝜃2) = 𝐺2(𝑥|𝜃2
∗), a saber, um absurdo. Da 

mesma forma se 𝜃1 ≠ 𝜃1
∗ e 𝜃2 = 𝜃2

∗, chegaremos a uma contradição semelhante que 

𝐺1(𝑥|𝜃1) = 𝐺1(𝑥|𝜃1
∗). Se 𝜃1 ≠ 𝜃1

∗ e 𝜃2 ≠ 𝜃2
∗, então a suposição falha desde 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥|𝜃) ≠ 𝐻𝐺1 ,𝐺2

(𝑥|𝜃∗) para quase todos os valores de 𝑥 pertencente ao suporte. 

Portanto, 𝐻𝐺1,𝐺2
 é identificável. 

No próximo capítulo serão apresentadas as aplicações em dados simulados e 

em dados reais, para então comparar com outras distribuições existentes na 

literatura, buscando assim, observar o comportamento e seu ajuste aos dados 

escolhidos. Além disso, serão apresentados os modelos funcionais, a função de 

risco, as expansões, as derivadas da log-verossimilhança em relação aos 

parâmetros e, as duas entropias elencadas neste trabalho.  
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4. Aplicações 
 

 
4.1 Introdução 

 
 Este capítulo será dedicado às aplicações dos métodos propostos que foram 

apresentados anteriormente, em que serão geradas algumas distribuições de 

probabilidade existentes na literatura, e também serão apresentadas distribuições 

inéditas, além de conter a aplicação em dados simulados e dados reais para as 

distribuições que serão propostas. 

Assim, para cada classe e distribuição aqui apresentadas serão elencadas 

suas propriedades de caracterização, em que irá ser apresentado o modelo 

funcional da fdp, as expansões da Função de Distribuição Acumulada, as expansões 

da Função de Distribuição de Probabilidade, a função Risco, a expansão para os 

momentos de ordem m, a expansão para a função geradora de momentos, a 

expansão para a função característica, a expansão para os momentos centrais de 

ordem m, a expansão para o coeficiente geral, a expansão para o Desvio Médio e 

Desvio Quantílico, as derivadas da função log-verossimilhança em relação aos 

parâmetros e, a entropia de Rényi para a Classe Seno - G1, G2 e para a classe beta 

G- .  

O mesmo será realizado, como já apontado anteriormente, com as 

distribuições que serão apresentadas neste capítulo que é a Distribuição Seno - 

gama, beta e, a Distribuição beta Exponencial-  em que para estas, ainda serão 

apresentadas as aplicações em dados simulados para ambas e em dados reais para 

a primeira.  

Além disso, tabelas e gráficos serão apresentados para discussão dos 

resultados obtidos por estas distribuições. 

 

 

4.2 Geração de algumas classes e distribuições existentes na literatura 

 

Em sequência, tem-se a apresentação de tabelas que irão apresentar a 

geração de classes de distribuições já existentes na literatura a partir de métodos 

propostos neste trabalho – tanto com fda quanto com fdp, comprovando o potencial 
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de generalização dos mesmos. Obviamente, ao gerar classes de distribuições já 

existentes, gerará distribuições dessas classes e, consequentemente as aplicações 

já encontradas nas diversas literaturas são também, aplicações em dados reais e 

simulados deste método. 

 

 

4.2.1 Geração de algumas classes e distribuições existentes na 

literatura via composições de fda’s 

 

 

 Neste tópico apresentaremos a Tabela 4.1 que a partir dos métodos MGM-fda 

1 e MGM-fda 2 geram classes já existentes na literatura, sendo uma aplicação do 

método a partir das distribuições já geradas por essas classes. Utilizaram-se as 

respectivas expressões 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))] (MGM-fda1) e 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 1 + 𝐹[𝐶(𝐺1(𝑥))] − 𝐹[𝐷(𝐺2(𝑥))]  (MGM-fda 2). 

 

Tabela 4.1: Aplicação do método MGM-fda gerando algumas classes existentes na 

literatura  

 

M
G

M
-f

d
a
 

P
a

râ
m

e
tr

o
s
 

Função monotônica  

𝐷(𝐺2(𝑥))  e  𝐶(𝐺1(𝑥)) 
𝐹(𝑥) 

CLASSE OBTIDA 
𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) 

1 

𝛼 
 

𝛽 
 

𝜃 = 𝛼 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛼 = 𝜃 

𝐹(𝑥) Método T-X 

𝐶(𝐺1(𝑥)) 

1 

𝛼 = 0 
 

𝛽 
 

𝜃 = 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 0 

Dist. Beta 
Beta-G 

Eugene, Lee e Famoye 
(2002) 𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝐺(𝑥) 

1 

𝛼 = 0 
 

𝛽 = 1 
 

0 ≤ 𝜃 ≤ 1 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝜃(1 − 𝐺(𝑥)) 

Dist. Beta 
Beta-G 

Souza et al, (2017) 
𝐶(𝐺1(𝑥)) = (1 − 𝜃)𝐺(𝑥) + 𝜃 
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1 

𝛼 = 0 
 

𝛽 = +∞ 
 

𝜃 = 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 0 

Dist. Gama 
Gama-G 

Zografos e 
Balakrishnan (2009) 𝐶(𝐺1(𝑥)) = −𝑙𝑛(1 − 𝐺(𝑥)) 

2 

𝛼 = 0 
 

𝛽 = +∞ 
 

𝜃 = 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −𝑙𝑛(𝐺(𝑥)) 

Dist. Gama 
Gama-G 

Ristić e Balakrishnan 
(2012) 𝐶(𝐺1(𝑥)) = 0 

1 

𝛼 = 0 
 

𝛽 = +∞ 
 

𝜃 = 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 0 

Dist. Gama 
Gama-G 

Torabi e Hedesh, 
(2012) 𝐶(𝐺1(𝑥)) =

𝐺(𝑥)

1 − 𝐺(𝑥)
 

2 

𝛼 = 0 
 

𝛽 = +∞ 
 

𝜃 = 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) =
1 − 𝐺(𝑥)

𝐺(𝑥)
 

Dist. Gama 
Gama-G 

(Brito, 2014) 
𝐶(𝐺1(𝑥)) = 0 

1 

𝛼 = −∞ 
 

𝛽 = +∞ 
 
𝜃 = 𝛼 = −∞ 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛼 

Dist. Normal 
Normal-G 

Silveira et al (2019) 
𝐶(𝐺1(𝑥)) =

2𝐺(𝑥) − 1

(1 − 𝐺(𝑥))𝐺(𝑥)
 

1 

𝛼 = −∞ 
 

𝛽 = +∞ 
 

𝜃 = 𝛼 = −∞ 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛼 

Dist. Normal 
Normal Tangente-G 
Silveira et al (2019) 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝑡𝑔 (
2𝜋𝐺(𝑥) − 𝜋

2
) 

1 

𝛼 = −∞ 
 

𝛽 = +∞ 
 

𝜃 = 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝑙𝑛(1 − 𝐺2(𝑥)) 

Dist. Normal 
Normal-(G1, G2) 

Silveira et al (2019) 
𝐶(𝐺1(𝑥)) =

𝐺1(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
 

1 

𝛼 = −∞ 
 

𝛽 = +∞ 
 

𝜃 = 0 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝑙𝑛(1 − 𝐺2(𝑥)) 

Dist. Normal 
Normal-tangente-
logaritmo-(G1, G2) 

Cordeiro et al (2023) 𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝑡𝑔 (
𝜋𝐺1(𝑥)

2
) 

Fonte: compilada pelo autor 

 

A seguir é apresentada a tabela que mostra a geração de classes de 

distribuições já existentes na literatura a partir de método proposto via composição 

de fdp. 
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4.2.2 Geração de algumas classes e distribuições existentes na 

literatura via composições de fdp 

 
 

Agora serão apresentados na Tabela 4.2 algumas classes de distribuições 

existentes que foram geradas a partir da dos métodos MGM-fdp 1 e MGM-fdp 2, 

sendo também uma aplicação deste método e dos casos não particulares destes 

métodos. Assim, foram utilizadas a expressão 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙

𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑡))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑥)))
′

]
𝛾

+
1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑥)))

′

]
𝛾

 

para gerar a MGM-fdp 1 e a MGM-fdp 2, que devem ser observadas as respectivas 

condições para obtenção dos resultados contidos na Tabela 4.2 a seguir. 

 
Tabela 4.2: Aplicação do método MGM-fdp gerando algumas classes existentes na 

literatura. 

 

M
G

M
-f

d
p
 

P
a

râ
m

e
tr

o
s
 

Função monotônica  

𝐷(𝐺2(𝑥))  e  𝐶(𝐺1(𝑥)) 
𝑓(𝑥) 

CLASSE OBTIDA 
𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) 

1 

𝛼 
 

𝛽 
 

𝜃 = 𝛼 
 

𝜆 = 0 
 

𝜎 = 1 
 

𝛾 = 1 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛼 = 𝜃 

𝑓(𝑥) Método T-X 

𝐶(𝐺1(𝑥)) 

1 

𝛼 = 0 
 

𝛽 
 

𝜃 = 0 
 

𝜆 = 0 
 

𝜎 = 1 
 

𝛾 = 1 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 0 

Dist. Beta 
Beta-G 

Eugene, Lee e Famoye 
(2002) 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝐺(𝑥) 
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1 

𝛼 = 0 
 

𝛽 = 1 
 

0 ≤ 𝜃 ≤ 1 
 

𝜆 = 0 
 

𝜎 = 1 
 

𝛾 = 1 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝜃(1 − 𝐺(𝑥)) 

Dist. Beta 
Beta-G 

Souza et al (2017) 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = (1 − 𝜃)𝐺(𝑥) + 𝜃 

1 

𝛼 = 0 
 

𝛽 = +∞ 
 

𝜃 = 0 
 

𝜆 = 0 
 

𝜎 = 1 
 

𝛾 = 1 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 0 

Dist. Gama 

Gama-G 
Zografos e 

Balakrishnan (2009) 
 
 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = −𝑙𝑛(1 − 𝐺(𝑥)) 

2 

𝛼 = 0 
 

𝛽 = +∞ 
 

𝜃 = 0 
 

𝜆 = 0 
 

𝜎 = 1 
 

𝛾 = 1 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = −𝑙𝑛(𝐺(𝑥)) 

Dist. Gama 
Gama-G 

Ristić e Balakrishnan 
(2012) 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 0 

1 

𝛼 = 0 
 

𝛽 = +∞ 
 

𝜃 = 0 
 

𝜆 = 0 
 

𝜎 = 1 
 

𝛾 = 1 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 0 

Dist. Gama 
Gama-G 

Torabi e Hedesh (2012) 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
𝐺(𝑥)

1 − 𝐺(𝑥)
 

2 

𝛼 = 0 
 

𝛽 = +∞ 
 

𝜃 = 0 
 

𝜆 = 0 
 

𝜎 = 1 
 

𝛾 = 1 

𝐷(𝐺2(𝑥)) =
1 − 𝐺(𝑥)

𝐺(𝑥)
 

Dist. Gama 
Gama-G 

Brito (2014) 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 0 
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1 

𝛼 = −∞ 
 

𝛽 = +∞ 
 

𝜃 = 𝛼 = −∞ 
 

𝜆 = 0 
 

𝜎 = 1 
 

𝛾 = 1 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛼 

Dist. Normal 
Normal-G 

Silveira et al (2019) 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
2𝐺(𝑥) − 1

(1 − 𝐺(𝑥))𝐺(𝑥)
 

1 

𝛼 = −∞ 
 

𝛽 = +∞ 
 

𝜃 = 𝛼 = −∞ 
 

𝜆 = 0 
 

𝜎 = 1 
 

𝛾 = 1 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝛼 

Dist. Normal 
Normal Tangente-G 
Silveira et al (2019) 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝑡𝑔 (
2𝜋𝐺(𝑥) − 𝜋

2
) 

1 

𝛼 = −∞ 
 

𝛽 = +∞ 
 

𝜃 = 0 
 

𝜆 = 0 
 

𝜎 = 1 
 

𝛾 = 1 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝑙𝑛(1 − 𝐺2(𝑥)) 

Dist. Normal 
Normal-(G1, G2) 

Silveira et al (2019) 

𝐶(𝐺1(𝑥)) =
𝐺1(𝑥)

1 − 𝐺1(𝑥)
 

1 

𝛼 = −∞ 
 

𝛽 = +∞ 
 

𝜃 = 0 
 

𝜆 = 0 
 

𝜎 = 1 
 

𝛾 = 1 

𝐷(𝐺2(𝑥)) = 𝑙𝑛(1 − 𝐺2(𝑥)) 

Dist. Normal 
Normal-tangente-
logaritmo-(G1, G2) 

Cordeiro et al (2023) 

𝐶(𝐺1(𝑥)) = 𝑡𝑔 (
𝜋𝐺1(𝑥)

2
) 

Fonte: compilada pelo autor 
 

 A seguir, tem-se a proposição de classes geradas por um dos métodos aqui 

propostos, utilizando tanto a fda, quanto a fdp para gerar a classe seno - G1, G2.  
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4.3 Classe proposta pelo método gerador de classes de distribuições 

probabilísticas via composições de fda e suas propriedades de caracterização 

 

 Nesta seção será apresentado o modelo funcional MGM-fda 1.3, que é um 

método gerador de classes de distribuições. Assim, será apresentado em 4.3.1 o 

modelo funcional da fda da classe seno - G1, G2 e, posteriormente, em 4.3.2, o 

modelo funcional da fdp desta mesma classe. 

 

 

4.3.1 Modelo funcional da fda da classe seno - G1, G2 

 
A seguir é apresentado o modelo funcional da fda da classe seno - G1, G2, e, 

para este trabalho, fazendo uso do MGM-fda1.3,  da tabela 3.1, e tomando 𝐹(𝑡) =

𝑆𝑒𝑛 (
𝜋

2
𝑡) uma fda com 0 ≤ 𝑡 ≤ 1  e   α = 0, 𝛽 = 1 e 0 ≤ 𝜃 ≤ 1,  obtém-se: 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐹[(𝛽 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜃] − 𝐹[(𝜃 − 𝛼)(1 − 𝐺2(𝑥)) + 𝛼] 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐹[(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜃] − 𝐹[𝜃(1 − 𝐺2(𝑥))] 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝑆𝑒𝑛 [

𝜋(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜋𝜃

2
] − 𝑆𝑒𝑛 [

𝜋𝜃(1 − 𝐺2(𝑥))

2
]. 

 
Portanto, a fda da classe seno - G1, G2  é dada por: 
 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝑆𝑒𝑛 [

𝜋(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜋𝜃

2
] − 𝑆𝑒𝑛 [

𝜋𝜃(1 − 𝐺2(𝑥))

2
]. 

 

No próximo tópico será apresentado do modelo funcional da fdp da classe 

seno - G1, G2. 

 

 

4.3.2 Modelo funcional da fdp da classe seno - G1, G2 

 

Agora será apresentado o modelo funcional da fdp da classe seno - G1, G2, 

em que ao utilizar-se a expressão do modelo funcional da fda da classe seno - G1, 

G2, apresenta-se a seguir o modelo funcional da fdp desta mesma classe. 
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Como 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝑆𝑒𝑛 [

𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] − 𝑆𝑒𝑛 [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
], logo temos:   

 
 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐹′𝐺1,𝐺2

(𝑥) 

 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1 − 𝜃)𝑔1(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜋𝜃

2
] +

𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1 − 𝐺2(𝑥))

2
]. 

 
 

Portanto, a fdp da classe seno - G1, G2 é dada por: 
 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1 − 𝜃)𝑔1(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜋𝜃

2
] +

𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1 − 𝐺2(𝑥))

2
]. 

 

 

Posteriormente serão apresentadas expansões que permitirão aproximar 

funções complexas ou quantidades desconhecidas por meio de séries ou polinômios 

mais simples, uma vez que, nem sempre existe ou que sejam de simples resolução 

determinadas integrais que representam a fda, por exemplo. Assim, utilizam-se as 

expansões para simplificar cálculos, facilitar a análise estatística e obter 

aproximações úteis em diversas áreas.  

 

 

4.3.3 Expansões da função de distribuição acumulada da classe seno - 

G1, G2 

 

Com o objetivo de simplificar os cálculos posteriores, como já justificado 

anteriormente, serão usadas as expansões. Assim, a expansão da função geradora 

da distribuição acumulada é obtida através do processo a seguir. 

 

Como 𝑆𝑒𝑛(𝑦) = ∑
(−1)𝑗∙𝑦2𝑗+1

(2𝑗+1)!

∞
𝑗=0 , logo:   

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝑆𝑒𝑛 [

𝜋(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜋𝜃

2
] − 𝑆𝑒𝑛 [

𝜋𝜃(1 − 𝐺2(𝑥))

2
] 
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𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∑

(−1)𝑗 ∙ [
𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
]

2𝑗+1

(2𝑗 + 1)!

∞

𝑗=0

− ∑
(−1)𝑗 ∙ [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
]

2𝑗+1

(2𝑗 + 1)!

∞

𝑗=0

 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∑

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ [(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜃]2𝑗+1

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

− ∑
(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ [1 − 𝐺2(𝑥)]2𝑗+1

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

 

 

Como [𝜃 + (1 − 𝜃)𝐺1(𝑥)]2𝑗+1 = ∑ (2𝑗+1
𝑣 ) ∙2𝑗+1

𝑣=0 𝜃2𝑗+1−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣 ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥) e [1 − 𝐺2(𝑥)]2𝑗+1 =

∑ (2𝑗+1
𝑣 ) ∙2𝑗+1

𝑣=0 (−1)𝑣 ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥), então: 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∑

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ [(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜃]2𝑗+1

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

− ∑
(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ [1 − 𝐺2(𝑥)]2𝑗+1

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∑

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ ∑ (2𝑗+1
𝑣

) ∙
2𝑗+1
𝑣=0 𝜃2𝑗+1−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣 ∙ 𝐺1

𝑣(𝑥)

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

− ∑
(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ ∑ (2𝑗+1

𝑣
) ∙

2𝑗+1
𝑣=0 (−1)𝑣 ∙ 𝐺2

𝑣(𝑥)

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∑ ∑ (

2𝑗 + 1

𝑣
) ∙

2𝑗+1

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣 ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

− ∑ ∑ (
2𝑗 + 1

𝑣
) ∙

2𝑗+1

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ (−1)𝑣 ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∑ ∑ (

2𝑗 + 1

𝑣
) ∙

2𝑗+1

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝐺1
𝑣

− ∑ ∑ (
2𝑗 + 1

𝑣
) ∙

2𝑗+1

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝐺2
𝑣 

 
Portanto, 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∑ ∑ (

2𝑗 + 1

𝑣
) ∙

2𝑗+1

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝐺1
𝑣

− ∑ ∑ (
2𝑗 + 1

𝑣
) ∙

2𝑗+1

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝐺2
𝑣. 
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 A seguir são obtidas as expansões para função de distribuição de 

probabilidade desta mesma classe. 

 

 

4.3.4 Expansões da função de distribuição de probabilidade da classe 

seno - G1,G2 

 

Foram usadas as expansões para simplificação de cálculos posteriores. Desta 

forma, a expansão da função geradora da distribuição de probabilidade foi obtida 

através do seguinte processo: 

 

Como 𝐶𝑜𝑠(𝑦) = ∑
(−1)𝑗∙𝑦2𝑗

(2𝑗)!

∞
𝑗=0 , então: 

 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1 − 𝜃)𝑔1(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜋𝜃

2
] +

𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1 − 𝐺2(𝑥))

2
] 

 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1 − 𝜃)𝑔1(𝑥)

2
∙ ∑

(−1)𝑗 ∙ [
𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
]

2𝑗

(2𝑗)!

∞

𝑗=0

+
𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2
∙ ∑

(−1)𝑗 ∙ [
𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
]

2𝑗

(2𝑗)!

∞

𝑗=0

 

 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1 − 𝜃)𝑔1(𝑥)

2
∙ ∑

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗 ∙ [(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜃]2𝑗

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

+
𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2

∙ ∑
(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗 ∙ 𝜃2𝑗 ∙ [1 − 𝐺2(𝑥)]2𝑗

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

. 

 

Como [𝜃 + (1 − 𝜃)𝐺1(𝑥)]2𝑗+1 = ∑ (2𝑗+1
𝑣 ) ∙2𝑗+1

𝑣=0 𝜃2𝑗+1−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣 ∙ 𝐺1
𝑣

(𝑥) e [1 − 𝐺2(𝑥)]2𝑗+1 =

∑ (2𝑗+1
𝑣 ) ∙2𝑗+1

𝑣=0 (−1)𝑣 ∙ 𝐺2
𝑣

(𝑥), logo tem-se: 

 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1 − 𝜃)𝑔1(𝑥)

2
∙ ∑

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗 ∙ [(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜃]2𝑗

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

 

+
𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2
∙ ∑

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗 ∙ 𝜃2𝑗 ∙ [1 − 𝐺2(𝑥)]2𝑗

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

 

 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1 − 𝜃)𝑔1(𝑥)

2
∙ ∑

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗 ∙ ∑ (2𝑗
𝑣 ) ∙2𝑗

𝑣=0 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣 ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0
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+
𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2
∙ ∑

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗 ∙ 𝜃2𝑗 ∙ ∑ (2𝑗+1

𝑣 ) ∙2𝑗+1

𝑣=0 (−1)𝑣 ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

 

 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1 − 𝜃)𝑔1(𝑥)

2
∙ ∑ ∑ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣 ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

 

+
𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2
∙ ∑ ∑ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗 ∙ 𝜃2𝑗 ∙ (−1)𝑣 ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

 

 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1 − 𝜃)𝑔1(𝑥)

2
∙ ∑ ∑ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣 ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

 

+
𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2
∙ ∑ ∑ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗 ∙ 𝜃2𝑗 ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

 

 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∑ ∑ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥) 

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥). 

 
Portanto, 

 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∑ ∑ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥) 

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥). 

 

 A seguir será apresentada a função de risco para a classe em estudo. 

 

 

4.3.5 Função risco usando a classe seno - G1,G2 

 

A função risco serve para avaliar o desempenho de estimadores, sendo uma 

função que mede a qualidade de um estimador em termos do erro ou perda 

associada à sua estimativa.  

Será obtida a função risco usando a classe seno - G1, G2 da seguinte 

maneira: 
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ℛ𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝑓
𝐺1,𝐺2

(𝑥)

1 − 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥)

 

 

ℛ𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1−𝜃)𝑔1
(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] +

𝜋𝜃𝑔2
(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
]

1 − 𝑆𝑒𝑛 [
𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] + 𝑆𝑒𝑛 [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
]

 

 

ℛ𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1 − 𝜃)𝑔
1
(𝑥)𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] + 𝜋𝜃𝑔

2
(𝑥)𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
]

2 − 2𝑆𝑒𝑛 [
𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] + 2𝑆𝑒𝑛 [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
]

. 

 

Portanto, 

 

ℛ𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1 − 𝜃)𝑔
1
(𝑥)𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] + 𝜋𝜃𝑔

2
(𝑥)𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
]

2 − 2𝑆𝑒𝑛 [
𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] + 2𝑆𝑒𝑛 [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
]

. 

 

 Tendo em vista a importância dos momentos na análise estatística, a seguir 

apresentam-se as expansões para os mesmos. Inicia-se com as expansões para os 

momentos de ordem m, para a classe proposta neste trabalho. 

 

 
4.3.6 Expansão para os momentos de ordem m para a classe seno - G1, 

G2 

 
Em qualquer análise estatística os momentos são importantes, uma vez que 

eles podem ser usados para estudar características da distribuição como tendência, 

dispersão, assimetria e curtose, por exemplo. 

A seguir será apresentada a expressão dos momentos probabilisticamente 

ponderados e em depois o desenvolvimento dos cálculos da expansão para os 

momentos de ordem 𝑚 para a classe seno - G1, G2: 

 

Como 
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𝜇𝑚 = 𝐸(𝑋𝑚) = ∫ 𝑥𝑚𝑑𝐹(𝑥)
+∞

−∞

. 

Logo, expandindo: 

 

𝜇𝑚 = ∫ 𝑥𝑚 [∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)

+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)] 𝑑𝑥 

 

𝜇𝑚 = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

 

 

𝜇𝑚 = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝜏1,𝑚,0,𝑣

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝜏2,𝑚,0,𝑣. 

Portanto,  

𝜇𝑚 = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝜏1,𝑚,0,𝑣

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝜏2,𝑚,0,𝑣. 

em que 

 

𝜏𝑘,𝑚,𝜂,𝑟 = 𝐸(𝑋𝑚𝑓𝑘(𝑋)𝜂𝐹𝑘(𝑋)𝑟) = ∫ 𝑥𝑚𝑓𝑘(𝑋)𝜂𝐹𝑘(𝑋)𝑟𝑑𝐹𝑘(𝑥)
+∞

−∞

. 

■ 

Em particular, tem-se a seguinte expansão para a média para a classe seno - 

G1,G2 
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Como 𝜇 = 𝜇1, então: 

 

𝜇 = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝜏1,1,0,𝑣

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝜏2,1,0,𝑣. 

■ 

 

A seguir, tem-se a expansão para a função geradora de momentos para a 

classe proposta. 

 

 

4.3.7 Expansão para a função geradora de momentos para a classe seno 

- G1,G2 

 

A função geradora de momentos possui esse nome pois, a partir dela, pode-

se encontrar todos os momentos da variável aleatória 𝑋, caso existam. Essa função 

só precisa estar definida em uma vizinhança do ponto zero, pois, os momentos 

serão obtidos através de sucessivas diferenciações aplicadas em zero, originando o 

resultado que será apresentado em seguida. 

Aqui será apresentado o desenvolvimento dos cálculos da expansão para a 

função geradora de momentos para a para a classe seno - G1, G2: 

Como 

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐸 (𝑒𝑡𝑋) = ∫ 𝑒𝑡𝑥𝑑𝐹(𝑥)
+∞

−∞

. 

Tem-se 

 

𝑀𝑋(𝑡) = ∫ 𝑒𝑡𝑥 [∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)

+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)] 𝑑𝑥 
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𝑀𝑋(𝑡) = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑒𝑡𝑥 ∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑒𝑡𝑥 ∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)𝑑𝑥.

+∞

−∞

 

Como  

𝑒𝑡𝑥 = ∑
𝑡𝑚𝑥𝑚

𝑚!

∞

𝑚=0

 

Logo, segue que: 

𝑀𝑋(𝑡) = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑒𝑡𝑥 ∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑒𝑡𝑥 ∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

 

 

𝑀𝑋(𝑡) = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ ∫ ∑
𝑡𝑚𝑥𝑚

𝑚!

∞

𝑚=0

∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ ∫ ∑
𝑡𝑚𝑥𝑚

𝑚!

∞

𝑚=0

∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

 

 

𝑀𝑋(𝑡) = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ ∑ 𝑥𝑚

∞

𝑚=0

∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ ∑ 𝑥𝑚

∞

𝑚=0

∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

 

 

𝑀𝑋(𝑡) = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ ∑ 𝑥𝑚

∞

𝑚=0

∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ ∑ 𝑥𝑚

∞

𝑚=0

∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞
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𝑀𝑋(𝑡) = ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+ ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

 

 

𝑀𝑋(𝑡) = ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ 𝜏1,𝑚,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ 𝜏2,𝑚,0,𝑣. 

 

Portanto, 

 

𝑀𝑋(𝑡) = ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ 𝜏1,𝑚,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ 𝜏2,𝑚,0,𝑣. 

■ 

 

No próximo tópico será apresentada a expansão para a função característica 

para a classe seno - G1, G2. 

 

 

4.3.8 Expansão para a função característica para a classe seno - G1,G2 

 

A função característica é conhecida como transformada de Fourier, possuindo 

aplicações em diversas áreas do conhecimento científico, como em processamento 

de sinais e imagens, na física quântica, entre outros. Assim, é fácil perceber que é 

um operador relevante dentro da área de probabilidade. 

A seguir será apresentado o desenvolvimento dos cálculos da expansão para 

a função característica para a classe seno - G1, G2: 

 

Como 
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𝜑𝑋(𝑡) = 𝐸 (𝑒𝑖𝑡𝑋) = ∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥𝑑𝐹(𝑥).
+∞

−∞

 

Segue que: 

 

𝜑𝑋(𝑡) = ∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥 [∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)

+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)] 𝑑𝑥 

 

𝜑𝑋(𝑡) = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥 ∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥 ∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)𝑑𝑥.

+∞

−∞

 

 

 

 

Como  

𝑒𝑖𝑡𝑥 = ∑
𝑖𝑚𝑡𝑚𝑥𝑚

𝑚!

∞

𝑚=0

 

Tem-se que: 

 

𝜑𝑋(𝑡) = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑒𝑡𝑥 ∙ 𝑔1
(𝑥) ∙ 𝐺1

𝑣(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑒𝑡𝑥 ∙ 𝑔2
(𝑥) ∙ 𝐺2

𝑣(𝑥)𝑑𝑥
+∞

−∞
 

 

𝜑𝑋(𝑡) = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ ∫ ∑
𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚 ∙ 𝑥𝑚

𝑚!

∞

𝑚=0

∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ ∫ ∑
𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚 ∙ 𝑥𝑚

𝑚!

∞

𝑚=0

∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞
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𝜑𝑋(𝑡) = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ ∑ 𝑥𝑚

∞

𝑚=0

∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ ∑ 𝑥𝑚

∞

𝑚=0

∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

 

 

𝜑𝑋(𝑡) = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ ∑ 𝑥𝑚

∞

𝑚=0

∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ ∑ 𝑥𝑚

∞

𝑚=0

∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

 

 

𝜑𝑋(𝑡) = ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+ ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

 

 

𝜑𝑋(𝑡) = ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ 𝜏1,𝑚,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ 𝜏2,𝑚,0,𝑣. 

 

Portanto, 

 

𝜑𝑋(𝑡) = ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ 𝜏1,𝑚,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ 𝜏2,𝑚,0,𝑣. 

■ 

 

 A seguir é apresentada a expansão para os momentos centrais de ordem m 

para a classe que é utilizada para aproximar os momentos centrais de uma 
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distribuição desconhecida com base nos momentos centrais de uma distribuição 

conhecida.  

 

 

4.3.9 Expansão para os momentos centrais de ordem m para a classe 

seno - G1,G2 

 

A seguir será apresentado o desenvolvimento dos cálculos da expansão para 

os momentos centrais de ordem 𝑚 para a classe seno - G1, G2: 

 

como 
 

𝜇𝑚
′ = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)𝑚] = ∫ (𝑥 − 𝜇)𝑚𝑑𝐹(𝑥)

+∞

−∞

 

tem-se 

𝜇𝑚
′ = ∑ (

𝑚

𝑟
)

𝑚

𝑟=0

(−1)𝑟𝜇𝑟𝜇𝑚−𝑟 

e 

𝜇𝑚−𝑟 = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝜏1,𝑚−𝑟,0,𝑣

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝜏2,𝑚−𝑟,0,𝑣, 

resultando em 

𝜇𝑚
′ = ∑ (

𝑚

𝑟
)

𝑚

𝑟=0

(−1)𝑟𝜇𝑟 ∙ [∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝜏1,𝑚−𝑟,0,𝑣

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝜏2,𝑚−𝑟,0,𝑣] 

 

𝜇𝑚
′ = ∑ ∑ ∑ (

𝑚

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

𝑚

𝑟=0

∙ 𝜏1,𝑚−𝑟,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
𝑚

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

𝑚

𝑟=0

∙ 𝜏2,𝑚−𝑟,0,𝑣 
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Portanto, 

 

𝜇𝑚
′ = ∑ ∑ ∑ (

𝑚

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

𝑚

𝑟=0

∙ 𝜏1,𝑚−𝑟,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
𝑚

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

𝑚

𝑟=0

∙ 𝜏2,𝑚−𝑟,0,𝑣. 

■ 

 
Em particular, tem-se que a expansão da variância para a classe seno- G1, G2 

é dada por: 

 

𝜎2 = 𝜇2
′ = ∑ ∑ ∑ (

2

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

2

𝑟=0

∙ 𝜏1,2−𝑟,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
2

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

2

𝑟=0

∙ 𝜏2,2−𝑟,0,𝑣. 

■ 

 

 Brito (2014) define uma expressão que denominou de coeficiente geral, em 

que, fornece os coeficientes de curtose e assimetria ao substituir cada momento 

maior ou igual que 3, fornecendo, por exemplo, as relações com a curtose para m 

par e assimetria das distribuições para m ímpar. 

 

 

4.3.10 Expansão para o coeficiente geral para a classe seno - G1,G2 

 

A seguir, será visto o desenvolvimento dos cálculos da expansão para o 

coeficiente geral para a classe seno - G1, G2: 

 

Como 𝐶𝑔(𝑚) =
𝐸[(𝑋−𝜇)𝑚]

√{𝐸[(𝑋−𝜇)2]}𝑚
=

𝐸[(𝑋−𝜇)𝑚]

𝜎𝑚 , então obtém-se: 

𝐶𝑔(𝑚) =
𝜇𝑚

′

𝜎𝑚
 

Portanto, 
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𝐶𝑔(𝑚) =
∑ ∑ ∑ (𝑚

𝑟 )∙(2𝑗
𝑣 )∙

2𝑗
𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗∙𝜇𝑟∙𝜋2𝑗+1∙𝜃2𝑗−𝑣∙(1−𝜃)𝑣+1

(2𝑗)!∙22𝑗
∞
𝑗=0

𝑚
𝑟=0 ∙𝜏1,𝑚−𝑟,0,𝑣+∑ ∑ ∑ (𝑚

𝑟 )∙(2𝑗
𝑣 )∙

2𝑗
𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗∙𝜇𝑟∙𝜋2𝑗+1∙𝜃2𝑗+1

(2𝑗)!∙22𝑗+1
∞
𝑗=0

𝑚
𝑟=0 ∙𝜏2,𝑚−𝑟,0,𝑣

(∑ ∑ ∑ (2
𝑟)∙(2𝑗

𝑣 )∙
2𝑗
𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗∙𝜇𝑟∙𝜋2𝑗+1∙𝜃2𝑗−𝑣∙(1−𝜃)𝑣+1

(2𝑗)!∙22𝑗
∞
𝑗=0

2
𝑟=0 ∙𝜏1,2−𝑟,0,𝑣+∑ ∑ ∑ (2

𝑟)∙(2𝑗
𝑣 )∙

2𝑗
𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗∙𝜇𝑟∙𝜋2𝑗+1∙𝜃2𝑗+1

(2𝑗)!∙22𝑗+1
∞
𝑗=0

2
𝑟=0 ∙𝜏2,2−𝑟,0,𝑣)

𝑚
2

.  

■ 

 

Em particular, como 𝐶𝑎 = 𝐶𝑔(3) tem-se que a expansão para o coeficiente 

geral para a classe seno - G1,G2 é dada por: 

 

 

𝐶𝑎 =
∑ ∑ ∑ (3

𝑟
) ∙ (2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗
𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗∙𝜇𝑟∙𝜋2𝑗+1∙𝜃2𝑗−𝑣∙(1−𝜃)𝑣+1

(2𝑗)!∙22𝑗
∞
𝑗=0

3
𝑟=0 ∙ 𝜏1,3−𝑟,0,𝑣 + ∑ ∑ ∑ (3

𝑟
) ∙ (2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗
𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗∙𝜇𝑟∙𝜋2𝑗+1∙𝜃2𝑗+1

(2𝑗)!∙22𝑗+1
∞
𝑗=0

3
𝑟=0 ∙ 𝜏2,3−𝑟,0,𝑣

(∑ ∑ ∑ (2
𝑟
) ∙ (2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗
𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗∙𝜇𝑟∙𝜋2𝑗+1∙𝜃2𝑗−𝑣∙(1−𝜃)𝑣+1

(2𝑗)!∙22𝑗
∞
𝑗=0

2
𝑟=0 ∙ 𝜏1,2−𝑟,0,𝑣 + ∑ ∑ ∑ (2

𝑟
) ∙ (2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗
𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗∙𝜇𝑟∙𝜋2𝑗+1∙𝜃2𝑗+1

(2𝑗)!∙22𝑗+1
∞
𝑗=0

2
𝑟=0 ∙ 𝜏2,2−𝑟,0,𝑣)

3

2

 

 

■ 

 
Similarmente, como 𝐶𝑐 = 𝐶𝑔(4) teremos que a expansão para o coeficiente de 

curtose para a classe seno - G1,G2 

 

 

𝐶𝑐 =
∑ ∑ ∑ (4

𝑟
) ∙ (2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗
𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗∙𝜇𝑟∙𝜋2𝑗+1∙𝜃2𝑗−𝑣∙(1−𝜃)𝑣+1

(2𝑗)!∙22𝑗
∞
𝑗=0

4
𝑟=0 ∙ 𝜏1,4−𝑟,0,𝑣 + ∑ ∑ ∑ (4

𝑟
) ∙ (2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗
𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗∙𝜇𝑟∙𝜋2𝑗+1∙𝜃2𝑗+1

(2𝑗)!∙22𝑗+1
∞
𝑗=0

4
𝑟=0 ∙ 𝜏2,4−𝑟,0,𝑣

(∑ ∑ ∑ (2
𝑟
) ∙ (2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗
𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗∙𝜇𝑟∙𝜋2𝑗+1∙𝜃2𝑗−𝑣∙(1−𝜃)𝑣+1

(2𝑗)!∙22𝑗
∞
𝑗=0

2
𝑟=0 ∙ 𝜏1,2−𝑟,0,𝑣 + ∑ ∑ ∑ (2

𝑟
) ∙ (2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗
𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗∙𝜇𝑟∙𝜋2𝑗+1∙𝜃2𝑗+1

(2𝑗)!∙22𝑗+1
∞
𝑗=0

2
𝑟=0 ∙ 𝜏2,2−𝑟,0,𝑣)

2 

■ 

 

 

 A seguir serão expostas as derivadas da função log-verossimilhança em 

relação aos parâmetros para a classe proposta, uma vez que essa função fornece 

informações sobre a influência dos parâmetros nos dados observados. Esta técnica 

fornece as estimativas para os parâmetros. Ela ainda generaliza o método da 

regressão. 

 

 

4.4.11 Derivadas da função log-verossimilhança em relação aos 

parâmetros para a classe seno - G1, G2 

 

Neste tópico serão vistos os cálculos do desenvolvimento das derivadas 

função log-verossimilhança em relação aos parâmetros para a classe seno - G1, G2: 
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Considere que 𝛼 e 𝛽 dependem das distribuições, assim, como 

∑ 𝑙𝑜𝑔 𝑓𝐺1 ,𝐺2
(𝑥; 𝜃, 𝛼, 𝛽)

𝑛

𝑖=1

= ∑ 𝑙𝑜𝑔 (
𝜋(1 − 𝜃)𝑔1(𝑥; 𝛼)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥; 𝛼) + 𝜋𝜃

2
]

𝑛

𝑖=1

+
𝜋𝜃𝑔2 (𝑥; 𝛽)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃 (1 − 𝐺2 (𝑥; 𝛽))

2
])   

tem-se que 
 

∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓𝐺𝑓𝐺1,𝐺2

(𝑥; 𝜃, 𝛼, 𝛽)

𝜕𝜃

𝑛

𝑖=1

= ∑
𝜕

𝜕𝜃

𝑛

𝑖=1

{𝑙𝑜𝑔 (
𝜋(1 − 𝜃)𝑔1(𝑥; 𝛼)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥; 𝛼) + 𝜋𝜃

2
]

+
𝜋𝜃𝑔2 (𝑥; 𝛽)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃 (1 − 𝐺2 (𝑥; 𝛽))

2
])} 

 

∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓𝐺𝑓𝐺1,𝐺2

(𝑥; 𝜃, 𝛼, 𝛽)

𝜕𝛼𝑗

𝑛

𝑖=1

= ∑
𝜕

𝜕𝛼𝑗

𝑛

𝑖=1

{𝑙𝑜𝑔 (
𝜋(1 − 𝜃)𝑔1(𝑥; 𝛼)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥; 𝛼) + 𝜋𝜃

2
]  

+
𝜋𝜃𝑔2 (𝑥; 𝛽)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃 (1 − 𝐺2 (𝑥; 𝛽))

2
])} 
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∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓𝐺𝑓𝐺1,𝐺2

(𝑥; 𝜃, 𝛼, 𝛽)

𝜕𝛽𝑗

𝑛

𝑖=1

= ∑
𝜕

𝜕𝛽𝑗

𝑛

𝑖=1

{𝑙𝑜𝑔 (
𝜋(1 − 𝜃)𝑔1(𝑥; 𝛼)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥; 𝛼) + 𝜋𝜃

2
]

+
𝜋𝜃𝑔2 (𝑥; 𝛽)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃 (1 − 𝐺2 (𝑥; 𝛽))

2
])}. 

■ 

 

 No próximo tópico a entropia de Rényi será desenvolvida para a classe seno - 

G1, G2. 

 

 

4.3.12 Entropia de Rényi usando a classe seno - G1, G2 

 

A entropia é uma medida de incerteza, no sentido que se maior o valor da 

entropia menor a informação e maior a incerteza, ou seja, maior a aleatoriedade ou 

desordem.  

A seguir será apresentado o desenvolvimento dos cálculos da entropia para a 

classe seno - G1, G2, usando a entropia de Rényi: 

 

ℒ𝑅(𝜂) =
1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∫ 𝑓𝜂−1

+∞

−∞

(𝑥)𝑑𝐹(𝑥)) 

 

ℒ𝑅(𝜂) =
1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∫ (

𝜋(1 − 𝜃)𝑔1(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜋𝜃

2
]

+∞

−∞

+
𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1 − 𝐺2(𝑥))

2
])

𝜂

𝑑𝑥) 
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ℒ𝑅(𝜂) =
1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∫ (∑ ∑ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)

+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥))

𝜂

𝑑𝑥). 

 

■ 

 

 A seguir será apresentado o estudo do comportamento da classe seno – G1, 

G2 a partir de gráficos gerados no R utilizando-se algumas distribuições bi-baselines. 

 

 

4.3.13 Estudo do comportamento da classe seno - G1,G2 através de 

gráficos gerados por algumas bi-baselines 

 

 Aqui serão apresentados os gráficos da fdp em que se pode observar o 

comportamento da classe seno – G1, G2,  mais especificamente para 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1−𝜃)𝑔1(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] +

𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
] em que será utilizada para G1 a 

distribuição beta e G2 assumindo as distribuições beta, cauchy, exponencial, gama, 

normal e uniforme. Serão adotados ainda 𝜃 = 0.2, 𝜃 = 0.4, 𝜃 = 0.5, 𝜃 = 0.6 e 𝜃 = 0.8. 

 Para 𝜃 = 0.2 nota-se, na figura G1, que as curvas para as fdps apresentam 

grande similaridade entre si e, quando se tem a seno – Beta, Cauchy observa-se o 

menor valor máximo em comparação com as demais, enquanto a seno – Beta, Beta 

apresenta o maior entre elas no intervalo (0, 1) . Percebendo que quando temos a 

Beta com a Cauchy é possível modelar dados negativos e, ainda há 

comportamentos diferentes entre as demais, apontando a modelagem de dados 

diferentes. 

 Já na figura G5, para 𝜃 = 0.8, o gráfico da distribuição seno – Beta, Beta 

continua apresentando o maior valor entre elas, enquanto a seno – Beta, Cauchy 

tem-se o menor valor máximo comparando-se entre as demais. É notório que a 

forma da seno – Beta, Cauchy e da seno – Beta, Normal, para este mesmo valor de 

𝜃 apresentam o mesmo formato. 
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 Pode-se ainda apontar que em todos os gráficos o comportamento 

apresentado pelo gráfico fdp da distribuição seno – Beta, Beta permaneceu similar 

independente da variação do valor de 𝜃. 

 
 

 

Figura G1 – fdp para = 0.2 

 

 

Figura G2 – fdp para = 0.4 
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Figura G3 – fdp para = 0.5 

 

 

Figura G4 – fdp para = 0.6 

 

 

Figura G5 – fdp para = 0.8 
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 Outros gráficos das fdps com a combinação de outras distribuições G1 e G2 

estão disponíveis desde o Apêndice H ao Apêndice L. 

 No próximo tópico serão apresentados os gráficos gerados a partir da fda 

para a classe seno – G1, G2. 

 

 

 

4.3.14 Estudo do comportamento da classe seno - G1,G2 através de 

aplicação em dados simulados com algumas bi-baselines 

 

Agora são apresentados os gráficos da fda em que é possível observar o 

comportamento da classe seno – G1, G2,  para 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝑆𝑒𝑛 [

𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] −

𝑆𝑒𝑛 [
𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
]  em que será utilizada, para manter a uniformidade deste trabalho,  

para G1 a distribuição beta e G2 considerando as distribuições uniforme, normal, 

exponencial, beta, gama e cauchy. Serão adotados ainda 𝜃 = 0.2, 𝜃 = 0.4, 𝜃 = 0.5, 

𝜃 = 0.6 e 𝜃 = 0.8. 

 Para quaisquer valores de 𝜃 aqui utilizados, nota-se, visualmente, certa 

aparência nos gráficos referente aos mesmos pares de distribuições conforme 

Figuras A1 a A5, embora as mesmas representem comportamentos diferentes. 

 Outros gráficos das fda com a combinação de outras distribuições G1 e G2 

estão disponíveis desde o Apêndice B ao Apêndice F. 
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Figura A1 – fda para = 0.2                        Figura A2 – fda para = 0.4  

                

Figura A3 – fda para = 0.5                        Figura A4 – fda para = 0.6 
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Figura A5 – fda para = 0.8 

No próximo tópico será vista uma aplicação em dados simulados utilizando a 

classe seno – G1, G2. 

 

 

4.3.15 Aplicação em dados simulados da classe seno – G1, G2 

 

 Na Tabela 4.3, a seguir, é apresentadase a simulação classe seno – G1, G2 a 

partir do método de reamostragem ponderada. 

Assim, para produzir a Tabela 4.3, depois de produzir dados pseudoaleatórios 

- que serviram para desenhar os histogramas -, com esses dados, foi realizada uma 

simulação bootstrap, com 1000 repetições, das estimativas e dos erros-padrões das 

estimativas que estão entre parênteses. 

Como resultados estão apresentadas as respectivas médias, desvios-

padrões, os quartis, mínimos e máximos. Percebe-se que as médias apresentadas 

nesta tabela são bastante significativas. 
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Tabela 4.3: Valores da simulação por reamostragem ponderada com combinação de baselines. 

𝜃 G1(x) a b G2(x) c d Média DP Q1 MD Q3 Mín Máx 

0.9 Uniforme 0 1 Beta 2 5 0.33837 0.15204 0.2214 0.32519 0.43873 0.00652 0.95696 

       

(0.00138) (0.00106) (0.00234) (0.00319) (0.00373) (0.00116) (0.04161) 

0.3 Uniforme -1 5 Beta 6 4 0.83641 102.038 0.40473 0.65202 0.96096 -0.99898 495.222 

       

(0.01055) (0.00984) (0.00686) (0.00331) (0.0286) (0.00014) (0.03191) 

0.5 Normal 0 1 Cauchy 7 1.5 414.642 379.009 0.00774 551.384 716.547 -866.276 1.673.033 

       

(0.04227) (0.01677) (0.03613) (0.06531) (0.02733) (0.39478) (0.35728) 

0.6 Normal 10 1 Cauchy -1 1 183.175 395.174 -0.8961 0.18374 332.658 -69.445 1.603.388 

       

(0.0376) (0.02435) (0.01588) (0.02703) (0.13463) (0.15779) (0.88428) 

0.4 Normal 10 1 Gama 2 2 45.023 408.071 0.85725 19.333 912.537 0.02254 1.191.758 

       

(0.03979) (0.01064) (0.01194) (0.029) (0.02194) (0.0024) (0.07188) 

0.6 Normal 5 0.7 Gama 2 3 145.919 158.902 0.43845 0.78286 148.853 0.00749 624.502 

       

(0.01555) (0.01151) (0.00703) (0.00775) (0.02787) (0.00124) (0.06298) 

0.6 Beta 2 2 Gama 6 3 180.037 101.306 108.285 179.849 242.602 0.01286 690.600 

       

(0.00941) (0.00734) (0.01668) (0.01018) (0.01253) (0.00609) (0.59164) 

0.3 Beta 2 2 Gama 6 3 121.202 100.899 0.36276 0.77565 195.015 0.01037 570.066 

       

(0.00986) (0.00755) (0.00478) (0.01741) (0.01461) (0.00320) (0.10594) 

0.3 Gama 6 3 Beta 2 2 1.04 0.671 0.514 0.855 1.51 0.00954 4.33 

       (0.00571) (0.00486) (0.00401) (0.00616) (0.00927) (0.00299) (0.372) 

0.5 Uniforme 0 1 Beta 0.5 1.5 0.29249 0.24799 0.07813 0.23058 0.4608 0.00100 0.99223 

       

(0.00247) (0.00153) (0.00211) (0.00313) (0.00574) (0.00000) (0.00215) 

Fonte: autoria própria a partir do software R 
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A seguir apresenta-se os histogramas e o ajuste da fdp gerados pela 

simulação bootstrap a partir de 1000 repetições da estimativas e erros-padrão que 

estão na tabela 4.3 entre parênteses. 

 

 
Figura 01: Histograma 1 (autoria própria)  

Para G1 sendo a uniforme com a=0 e b=1 e, G2 sendo a beta com c=2 e d=5, 

com 𝜃 = 0.9 

 

 

Figura 02: Histograma 2 (autoria própria) 
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Para G1 sendo a uniforme com a=-1 e b=5 e, G2 sendo a beta com c=6 e d=4, 

com 𝜃 = 0.3 

 

 
Figura 03: Histograma 3 (autoria própria) 

Para G1 sendo a normal com a=0 e b=1 e, G2 sendo a cauchy com c=7 e 

d=1,5, com 𝜃 = 0.5 

 

 
Figura 04: Histograma 4 (autoria própria) 

Para G1 sendo a normal com a=10 e b=1 e, G2 sendo a cauchy com c=-1 e 

d=1, com 𝜃 = 0.6 
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Figura 05: Histograma 5 (autoria própria) 

Para G1 sendo a normal com a=10 e b=1 e, G2 sendo a gama com c=2 e d=2, 

com 𝜃 = 0.4 

 
 

 
 

Figura 06: Histograma 6 (autoria própria) 

Para G1 sendo a normal com a=5 e b=0.7 e, G2 sendo a gama com c=2 e d=3, 

com 𝜃 = 0.6 
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Figura 07: Histograma 7 (autoria própria) 

Para G1 sendo a beta com a=2 e b=2 e, G2 sendo a gama com c=6 e d=3, com 𝜃 =

0.6 

 

 
 

Figura 08: Histograma 8 (autoria própria) 

Para G1 sendo a beta com a=2 e b=2 e, G2 sendo a gama com c=6 e d=3, 

com, com 𝜃 = 0.3 
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Figura 09: Histograma 9 (autoria própria) 

Para G1 sendo a gama com a=6 e b=3 e, G2 sendo a beta com c=2 e d=2, 

com, com 𝜃 = 0.3 

 

 
Figura 10: Histograma 10 (autoria própria) 

Para G1 sendo a uniforme com a=0 e b=1 e, G2 sendo a beta com c=0.5 e 

d=1.5, com, com 𝜃 = 0.5 
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 É possível perceber, em todos os gráficos, um bom ajuste em relação ao 

histograma. Nota-se ainda a bimodalidade em diversas situações diante a escolha 

das duas baselines, isso se deve aos valores escolhidos para a, b, c e d que, ao 

modificá-los é possível obter gráficos com uma ou com duas curvaturas, mostrando 

assim boa flexibilidade e adaptabilidade da classe aqui proposta. 

Agora, para a distribuição seno – Gama, Geta serão elencadas suas 

propriedades de caracterização, em que será exposto o modelo funcional da fda, as 

expansões da Função de Distribuição Acumulada, as expansões da Função de 

Distribuição de Probabilidade, a função Risco, a expansão para os momentos de 

ordem m, a expansão para a função geradora de momentos, a expansão para a 

função característica, a expansão para os momentos centrais de ordem m, a 

expansão para o coeficiente geral, a expansão para o Desvio Médio e Desvio 

Quantílico, as derivadas da função log-verossimilhança em relação aos parâmetros 

e, a entropia de Rényi e, posteriormente, as aplicações em dados simulados e em 

dados reais. 

 

 

4.4 Distribuição proposta pela classe seno - G1, G2 e suas propriedades de 

caracterização 

 

Como exposto anteriormente, serão apresentadas as propriedades de 

caracterização da distribuição seno – gama, beta. A seguir, tem-se o modelo 

funcional da fda desta distribuição. 

 

 

4.4.1 Modelo funcional da fda da distribuição seno - Gama, Beta    

 

Os cálculos para obtenção do modelo funcional da fda da distribuição seno – 

gama, beta serão apresentados nas próximas linhas, entretanto, para este trabalho 

as seguintes notações para a fda e a fdp da gama serão alteradas, ficando, 

respectivamente, apresentadas nas linhas a seguir. Considere: 

 

Γ(𝛼, 𝛽) = ∫ 𝑦𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑦𝑑𝑦
∞

0
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e 

Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽) = ∫ 𝑦𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑦𝑑𝑦
𝑥

0

. 

Então a fda será: 

𝐹(𝑥;  𝛼, 𝛽) =
Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽)

Γ(𝛼, 𝛽)
 

e a fdp será: 

𝑓(𝑥;  𝛼, 𝛽) =
𝑥𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼, 𝛽)
. 

 

 Já para a beta, deve-se considerar a seguinte notação para a fda e 

para a fdp, respectivamente: 

B(𝑎, 𝑏) = ∫ 𝑦𝑎−1 ∙ (1 − 𝑦)𝑏−1𝑑𝑦
1

0

 

e 

B(𝑥;  𝑎, 𝑏) = ∫ 𝑦𝑎−1 ∙ (1 − 𝑦)𝑏−1𝑑𝑦.
𝑥

0

 

Então, a fda será: 

𝐹(𝑥;  𝑎, 𝑏) =
B(𝑥;  𝑎, 𝑏)

𝐵(𝑎, 𝑏)
 

e sua fdp, será: 

 

𝑓(𝑥;  𝑎, 𝑏) =
𝑥𝑎−1 ∙ (1 − 𝑥)𝑏−1

B(𝑎, 𝑏)
. 

 

Agora, como 𝐺1(𝑥) =
Γ(𝑥; 𝛼,𝛽)

Γ(𝛼,𝛽)
 e 𝐺2(𝑥) =

B(𝑥; 𝑎,𝑏)

B(𝑎,𝑏)
, logo tem-se: 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝑆𝑒𝑛 [

𝜋(1 − 𝜃)𝐺1(𝑥) + 𝜋𝜃

2
] − 𝑆𝑒𝑛 [

𝜋𝜃(1 − 𝐺2(𝑥))

2
] 

 

𝐹𝐺,𝐵(𝑥) = 𝑆𝑒𝑛 [
𝜋(1 − 𝜃)

Γ(𝑥; 𝛼,𝛽)

Γ(𝛼,𝛽)
+ 𝜋𝜃

2
] − 𝑆𝑒𝑛 [

𝜋𝜃 (1 −
B(𝑥; 𝑎,𝑏)

B(𝑎,𝑏)
)

2
]. 

 
 
Portanto, a fda da distribuição seno - gama, beta  é dada por: 
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𝐹𝐺,𝐵(𝑥) = 𝑆𝑒𝑛 [
𝜋(1 − 𝜃)Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽) + 𝜋𝜃Γ(𝛼, 𝛽)

2Γ(𝛼, 𝛽)
] − 𝑆𝑒𝑛 [

𝜋𝜃(B(𝑎, 𝑏) − B(𝑥;  𝑎, 𝑏))

2B(𝑎, 𝑏)
]. 

 

 Agora, será apresentado o modelo funcional da fdp da distribuição seno – 

Gama, Beta. 

 

 

 

4.4.2 Modelo funcional da fdp da distribuição seno - Gama, Beta 

 

Para o modelo funcional da fdp da distribuição seno – Gama, Beta, tem-se os 

seguintes cálculos: 

 

Como 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝑆𝑒𝑛 [

𝜋(1−𝜃)Γ(𝑥; 𝛼,𝛽)+𝜋𝜃Γ(𝛼,𝛽)

2Γ(𝛼,𝛽)
] − 𝑆𝑒𝑛 [

𝜋𝜃(B(𝑎,𝑏)−B(𝑥; 𝑎,𝑏))

2B(𝑎,𝑏)
], logo 

tem-se:  

 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) = 𝐹′𝐺1,𝐺2

(𝑥) 

 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1 − 𝜃) ∙ 𝛽𝛼 ∙ 𝑥𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥

2Γ(𝛼, 𝛽)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1 − 𝜃)Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽) + 𝜋𝜃Γ(𝛼, 𝛽)

2Γ(𝛼, 𝛽)
]

+
𝜋𝜃 ∙ 𝑥𝑎−1 ∙ (1 − 𝑥)𝑏−1

2B(𝑎, 𝑏)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(B(𝑎, 𝑏) − B(𝑥;  𝑎, 𝑏))

2B(𝑎, 𝑏)
]. 

 
 

Portanto, a fdp da distribuição seno - Gama, Beta é dada por: 
 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1 − 𝜃) ∙ 𝛽𝛼 ∙ 𝑥𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥

2Γ(𝛼, 𝛽)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1 − 𝜃)Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽) + 𝜋𝜃Γ(𝛼, 𝛽)

2Γ(𝛼, 𝛽)
]

+
𝜋𝜃 ∙ 𝑥𝑎−1 ∙ (1 − 𝑥)𝑏−1

2B(𝑎, 𝑏)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(B(𝑎, 𝑏) − B(𝑥;  𝑎, 𝑏))

2B(𝑎, 𝑏)
]. 

 

No próximo tópico, tem-se a exposição das expansões da função de 

distribuição acumulada da distribuição seno – Gama, Beta. 

 

 



127 

 

4.4.3 Expansões da função de distribuição acumulada da distribuição 

seno - Gama, Beta 

 

 As expansões da função de distribuição acumulada da distribuição seno – 

Gama, Beta podem ser encontradas a partir do seguinte cálculo: 

Como 𝐺1(𝑥) =
Γ(𝑥; 𝛼,𝛽)

Γ(𝛼,𝛽)
, 𝐺2(𝑥) =

B(𝑥; 𝑎,𝑏)

B(𝑎,𝑏)
 e 𝐹𝐺1,𝐺2

(𝑥) logo, segue que: 

 

 

𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∑ ∑ (

2𝑗 + 1

𝑣
) ∙

2𝑗+1

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝐺1
𝑣

− ∑ ∑ (
2𝑗 + 1

𝑣
) ∙

2𝑗+1

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝐺2
𝑣 

 

𝐹𝐺,𝐵(𝑥) = ∑ ∑ (
2𝑗 + 1

𝑣
) ∙

2𝑗+1

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ (
Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽)

Γ(𝛼, 𝛽)
)

𝑣

− ∑ ∑ (
2𝑗 + 1

𝑣
) ∙

2𝑗+1

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ (
B(𝑥;  𝑎, 𝑏)

B(𝑎, 𝑏)
)

𝑣

. 

 
Portanto, 

 

𝐹𝐺,𝐵(𝑥) = ∑ ∑ (
2𝑗 + 1

𝑣
) ∙

2𝑗+1

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ (
Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽)

Γ(𝛼, 𝛽)
)

𝑣

− ∑ ∑ (
2𝑗 + 1

𝑣
) ∙

2𝑗+1

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗 + 1)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ (
B(𝑥;  𝑎, 𝑏)

B(𝑎, 𝑏)
)

𝑣

. 

 

Na próxima subseção são expostas as expansões da função de distribuição 

de probabilidade da distribuição seno – gama, beta. 

 

 

4.4.4 Expansões da função de distribuição de probabilidade da 

distribuição seno - Gama, Beta 

 

 A expansão da função de distribuição de probabilidade da distribuição seno – 

beta, gama será obtida através do seguinte processo: 



128 

 

 

Como 𝐺1(𝑥) =
Γ(𝑥; 𝛼,𝛽)

Γ(𝛼,𝛽)
, 𝐺2(𝑥) =

B(𝑥; 𝑎,𝑏)

B(𝑎,𝑏)
, 𝑔1(𝑥) =

𝛽𝛼∙𝑥𝛼−1∙𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼,𝛽)
, 𝑔2(𝑥) =

𝑥𝑎−1∙(1−𝑥)𝑏−1

B(𝑎,𝑏)
 e 𝑓𝐺1,𝐺2

(𝑥) logo tem-se: 

 

𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) = ∑ ∑ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥) 

 

𝑓𝐺,𝐵(𝑥) = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙
𝛽𝛼 ∙ 𝑥

𝛼−1
∙ 𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼, 𝛽)
∙ (

Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽)

Γ(𝛼, 𝛽)
)

𝑣

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙
𝛽𝛼 ∙ 𝑥

𝛼−1
∙ 𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼, 𝛽)
∙ (

B(𝑥;  𝑎, 𝑏)

B(𝑎, 𝑏)
)

𝑣

. 

 
Portanto, 

 

𝑓𝐺,𝐵(𝑥) = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙
𝛽𝛼 ∙ 𝑥

𝛼−1
∙ 𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼, 𝛽)
∙ (

Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽)

Γ(𝛼, 𝛽)
)

𝑣

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙
𝛽𝛼 ∙ 𝑥

𝛼−1
∙ 𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼, 𝛽)
∙ (

B(𝑥;  𝑎, 𝑏)

B(𝑎, 𝑏)
)

𝑣

. 

 

 Agora será apresentada a função de risco usando a distribuição seno – 

Gama, Beta. 

 

 

4.4.5 Função risco usando a distribuição seno - Gama, Beta 

 

Pode-se obter a função risco usando a distribuição seno - Gama, Beta: 

 

ℛ𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝑓
𝐺1,𝐺2

(𝑥)

1 − 𝐹𝐺1,𝐺2
(𝑥)
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Como 𝐺1(𝑥) =
Γ(𝑥; 𝛼,𝛽)

Γ(𝛼,𝛽)
, 𝐺2(𝑥) =

B(𝑥; 𝑎,𝑏)

B(𝑎,𝑏)
, 𝑔1(𝑥) =

𝛽𝛼∙𝑥𝛼−1∙𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼,𝛽)
, 𝑔2(𝑥) =

𝑥𝑎−1∙(1−𝑥)𝑏−1

B(𝑎,𝑏)
 e ℛ𝐺1,𝐺2

(𝑥) logo tem-se: 

 

 

ℛ𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1 − 𝜃)𝑔
1
(𝑥)𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] + 𝜋𝜃𝑔

2
(𝑥)𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
]

2 − 2𝑆𝑒𝑛 [
𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] + 2𝑆𝑒𝑛 [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
]

 

 

 

ℛ𝐺,𝐵(𝑥) =

𝜋(1 − 𝜃)
𝛽𝛼∙𝑥𝛼−1∙𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼,𝛽)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1−𝜃)
Γ(𝑥; 𝛼,𝛽)

Γ(𝛼,𝛽)
+𝜋𝜃

2
] + 𝜋𝜃

𝑥𝑎−1∙(1−𝑥)𝑏−1

B(𝑎,𝑏)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1− 
B(𝑥; 𝑎,𝑏)

B(𝑎,𝑏)
)

2
]

2 − 2𝑆𝑒𝑛 [
𝜋(1−𝜃)

Γ(𝑥; 𝛼,𝛽)

Γ(𝛼,𝛽)
+𝜋𝜃

2
] + 2𝑆𝑒𝑛 [

𝜋𝜃(1− 
B(𝑥; 𝑎,𝑏)

B(𝑎,𝑏)
)

2
]

. 

 

Portanto, 

 

ℛ𝐺,𝐵(𝑥) =

𝜋(1 − 𝜃)
𝛽𝛼∙𝑥𝛼−1∙𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼,𝛽)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1−𝜃)
Γ(𝑥; 𝛼,𝛽)

Γ(𝛼,𝛽)
+𝜋𝜃

2
] + 𝜋𝜃

𝑥𝑎−1∙(1−𝑥)𝑏−1

B(𝑎,𝑏)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1− 
B(𝑥; 𝑎,𝑏)

B(𝑎,𝑏)
)

2
]

2 − 2𝑆𝑒𝑛 [
𝜋(1−𝜃)

Γ(𝑥; 𝛼,𝛽)

Γ(𝛼,𝛽)
+𝜋𝜃

2
] + 2𝑆𝑒𝑛 [

𝜋𝜃(1− 
B(𝑥; 𝑎,𝑏)

B(𝑎,𝑏)
)

2
]

. 

 

A expansão para os momentos de ordem m para a distribuição seno – Gama, 

Beta está exposta a seguir. 

 

 

4.4.6 Expansão para os momentos de ordem m para a distribuição seno - 

Gama, Beta 

 

A seguir será introduzida a expressão dos momentos probabilisticamente 

ponderados e em seguida será visto o desenvolvimento dos cálculos da expansão 

para os momentos de ordem 𝑚 para a distribuição seno - Gama, Beta: 
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Como 𝐺1(𝑥) =
Γ(𝑥; 𝛼,𝛽)

Γ(𝛼,𝛽)
, 𝐺2(𝑥) =

B(𝑥; 𝑎,𝑏)

B(𝑎,𝑏)
, 𝑔1(𝑥) =

𝛽𝛼∙𝑥𝛼−1∙𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼,𝛽)
, 𝑔2(𝑥) =

𝑥𝑎−1∙(1−𝑥)𝑏−1

B(𝑎,𝑏)
 e 𝜇𝑚 = 𝐸(𝑋𝑚) = ∫ 𝑥𝑚𝑑𝐹(𝑥)

+∞

−∞
 logo tem-se: 

 

𝜇𝑚 = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

 

 

𝜇𝑚 = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙
𝛽

𝛼
∙ 𝑥𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼, 𝛽)
∙ (

Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽)

Γ(𝛼, 𝛽)
)

𝑣

𝑑𝑥
+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙
𝑥𝑎−1 ∙ (1 − 𝑥)𝑏−1

B(𝑎, 𝑏)
∙ (

B(𝑥;  𝑎, 𝑏)

𝐵(𝑎, 𝑏)
)

𝑣

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝜇𝑚 = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐺,𝑚,0,𝑣

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐵,𝑚,0,𝑣. 

Portanto,  

𝜇𝑚 = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐺,𝑚,0,𝑣

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐵,𝑚,0,𝑣 

Em que 

 

𝜏𝐺,𝑚,𝜂,𝑟 = ∫ 𝑥𝑚 (
𝛽𝛼 ∙ 𝑥𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼, 𝛽)
)

𝜂+1

(
Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽)

Γ(𝛼, 𝛽)
)

𝑟

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

e 

𝜏𝐵,𝑚,𝜂,𝑟 = ∫ 𝑥𝑚 (
𝑥𝑎−1 ∙ (1 − 𝑥)𝑏−1

B(𝑎, 𝑏)
)

𝜂+1

(
B(𝑥;  𝑎, 𝑏)

𝐵(𝑎, 𝑏)
)

𝑟

𝑑𝑥
+∞

−∞

. 

■ 
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Em particular, tem-se a seguinte expansão para a média para a distribuição 

seno - Gama, Beta: 

 

Como 𝜇 = 𝜇1, então tem-se: 

 

𝜇 = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐺,1,0,𝑣

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐵,1,0,𝑣. 

■ 

 

No próximo tópico a expansão para a função geradora de momentos da 

distribuição seno – Gama, Beta será desenvolvida. 

 

 

4.4.7 Expansão para a função geradora de momentos para a distribuição 

seno - Gama, Beta 

 

A seguir será apresentado o desenvolvimento dos cálculos da expansão para 

a função geradora de momentos para a distribuição seno - Gama, Beta: 

Como 𝐺1(𝑥) =
Γ(𝑥; 𝛼,𝛽)

Γ(𝛼,𝛽)
, 𝐺2(𝑥) =

B(𝑥; 𝑎,𝑏)

B(𝑎,𝑏)
, 𝑔1(𝑥) =

𝛽𝛼∙𝑥𝛼−1∙𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼,𝛽)
, 𝑔2(𝑥) =

𝑥𝑎−1∙(1−𝑥)𝑏−1

B(𝑎,𝑏)
 e  

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐸 (𝑒𝑡𝑋) = ∫ 𝑒𝑡𝑥𝑑𝐹(𝑥)
+∞

−∞
 logo tem-se: 

 

𝑀𝑋(𝑡) = ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+ ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞
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𝑀𝑋(𝑡) = ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙
𝛽

𝛼
∙ 𝑥𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼, 𝛽)
∙ (

Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽)

Γ(𝛼, 𝛽)
)

𝑣

𝑑𝑥
+∞

−∞

+ ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙
𝑥𝑎−1 ∙ (1 − 𝑥)𝑏−1

B(𝑎, 𝑏)
∙ (

B(𝑥;  𝑎, 𝑏)

𝐵(𝑎, 𝑏)
)

𝑣

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝑀𝑋(𝑡) = ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐺,𝑚,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐵,𝑚,0,𝑣. 

 

 

Portanto, 

 

𝑀𝑋(𝑡) = ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐺,𝑚,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐵,𝑚,0,𝑣. 

 

Em que  

 

𝜏𝐺,𝑚,𝜂,𝑟 = ∫ 𝑥𝑚 (
𝛽𝛼 ∙ 𝑥𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼, 𝛽)
)

𝜂+1

(
Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽)

Γ(𝛼, 𝛽)
)

𝑟

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

e 

𝜏𝐵,𝑚,𝜂,𝑟 = ∫ 𝑥𝑚 (
𝑥𝑎−1 ∙ (1 − 𝑥)𝑏−1

B(𝑎, 𝑏)
)

𝜂+1

(
B(𝑥;  𝑎, 𝑏)

𝐵(𝑎, 𝑏)
)

𝑟

𝑑𝑥.
+∞

−∞

 

■ 

 

A exposição da expansão para a função característica para da distribuição 

seno – gama, beta é vista no próximo tópico. 
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4.4.8 Expansão para a função característica para a distribuição seno - 

Gama, Beta 

 

A seguir o desenvolvimento dos cálculos da expansão para a função 

característica para a distribuição seno - Gama, Beta será apresentado. 

Como 𝐺1(𝑥) =
Γ(𝑥; 𝛼,𝛽)

Γ(𝛼,𝛽)
, 𝐺2(𝑥) =

B(𝑥; 𝑎,𝑏)

B(𝑎,𝑏)
, 𝑔1(𝑥) =

𝛽𝛼∙𝑥𝛼−1∙𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼,𝛽)
, 𝑔2(𝑥) =

𝑥𝑎−1∙(1−𝑥)𝑏−1

B(𝑎,𝑏)
 e  

𝜑𝑋(𝑡) = 𝐸 (𝑒𝑖𝑡𝑋) = ∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥𝑑𝐹(𝑥)
+∞

−∞
,  logo: 

 

𝜑𝑋(𝑡) = ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

+ ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥)𝑑𝑥

+∞

−∞

 

 

𝜑𝑋(𝑡) = ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙
𝛽

𝛼
∙ 𝑥𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼, 𝛽)
∙ (

Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽)

Γ(𝛼, 𝛽)
)

𝑣

𝑑𝑥
+∞

−∞

+ ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙
𝑥𝑎−1 ∙ (1 − 𝑥)𝑏−1

B(𝑎, 𝑏)
∙ (

B(𝑥;  𝑎, 𝑏)

𝐵(𝑎, 𝑏)
)

𝑣

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝜑𝑋(𝑡) = ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐺,𝑚,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐵,𝑚,0,𝑣. 

 

Portanto, 

 

𝜑𝑋(𝑡) = ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐺,𝑚,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
)

∞

𝑚=0

∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1 ∙ 𝑚!

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐵,𝑚,0,𝑣. 
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Em que  

 

𝜏𝐺,𝑚,𝜂,𝑟 = ∫ 𝑥𝑚 (
𝛽𝛼 ∙ 𝑥𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼, 𝛽)
)

𝜂+1

(
Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽)

Γ(𝛼, 𝛽)
)

𝑟

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

E 

𝜏𝐵,𝑚,𝜂,𝑟 = ∫ 𝑥𝑚 (
𝑥𝑎−1 ∙ (1 − 𝑥)𝑏−1

B(𝑎, 𝑏)
)

𝜂+1

(
B(𝑥;  𝑎, 𝑏)

𝐵(𝑎, 𝑏)
)

𝑟

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 ■ 

 

No próximo tópico tem-se a exposição da expansão dos momentos centrais 

de ordem m para a distribuição seno – Gama, Beta. 

 

 

4.4.9 Expansão para os momentos centrais de ordem m para a 

distribuição seno - Gama, Beta 

 

Agora serão desenvolvidos os cálculos da expansão para os momentos 

centrais de ordem 𝑚 para a distribuição seno - Gama, Beta: 

Como 
 

𝜇𝑚
′ = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)𝑚] = ∫ (𝑥 − 𝜇)𝑚𝑑𝐹(𝑥)

+∞

−∞

 

Tem-se 

𝜇𝑚
′ = ∑ (

𝑚

𝑟
)

𝑚

𝑟=0

(−1)𝑟𝜇𝑟𝜇𝑚−𝑟 

Como 

𝜇𝑚−𝑟 = ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐺,𝑚−𝑟,0,𝑣

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐵,𝑚−𝑟,0,𝑣, 

 

tem-se 
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𝜇𝑚
′ = ∑ (

𝑚

𝑟
)

𝑚

𝑟=0

(−1)𝑟𝜇𝑟 ∙ [∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐺,𝑚−𝑟,0,𝑣

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝐵,𝑚−𝑟,0,𝑣] 

 

𝜇𝑚
′ = ∑ ∑ ∑ (

𝑚

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

𝑚

𝑟=0

∙ 𝜏𝐺,𝑚−𝑟,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
𝑚

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

𝑚

𝑟=0

∙ 𝜏𝐵,𝑚−𝑟,0,𝑣 

 

Portanto, 

 

𝜇𝑚
′ = ∑ ∑ ∑ (

𝑚

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

𝑚

𝑟=0

∙ 𝜏𝐺,𝑚−𝑟,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
𝑚

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

𝑚

𝑟=0

∙ 𝜏𝐵,𝑚−𝑟,0,𝑣. 

■ 

 
Em particular, tem-se que a expansão da variância para a distribuição seno - 

Gama, Beta é dada por: 

 

𝜎2 = 𝜇2
′ = ∑ ∑ ∑ (

2

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

2

𝑟=0

∙ 𝜏1,2−𝑟,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
2

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

2

𝑟=0

∙ 𝜏2,2−𝑟,0,𝑣. 

■ 

 

A exposição da expansão para o coeficiente geral para a distribuição seno – 

gama, beta será vista a seguir. 
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4.4.10 Expansão para o coeficiente geral para a distribuição seno - 

Gama, Beta 

 

A seguir desenvolver-se-ão os cálculos da expansão para o coeficiente geral 

para a distribuição seno - Gama, Beta: 

 

Como 𝐶𝑔(𝑚) =
𝐸[(𝑋−𝜇)𝑚]

√{𝐸[(𝑋−𝜇)2]}𝑚
=

𝐸[(𝑋−𝜇)𝑚]

𝜎𝑚 , então tem-se: 

𝐶𝑔(𝑚) =
𝜇𝑚

′

𝜎𝑚
 

Em que, 

 

𝜇𝑚
′ = ∑ ∑ ∑ (

𝑚

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

𝑚

𝑟=0

∙ 𝜏𝐺,𝑚−𝑟,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
𝑚

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

𝑚

𝑟=0

∙ 𝜏𝐵,𝑚−𝑟,0,𝑣 

 

𝜎𝑚 = (∑ ∑ ∑ (
2

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

2

𝑟=0

∙ 𝜏𝐺,2−𝑟,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
2

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

2

𝑟=0

∙ 𝜏𝐵,2−𝑟,0,𝑣)

𝑚

2

. 

 

■ 

 

Em particular, como 𝐶𝑎 = 𝐶𝑔(3)  a expansão para o coeficiente geral para a 

distribuição seno - Gama, Beta será dada por: 

 

𝐶𝑎 = 𝐶𝑔(3) =
𝜇3

′

𝜎3
 

Em que, 
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𝜇3
′ = ∑ ∑ ∑ (

3

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

3

𝑟=0

∙ 𝜏𝐺,3−𝑟,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
3

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

3

𝑟=0

∙ 𝜏𝐵,3−𝑟,0,𝑣 

 

𝜎3 = (∑ ∑ ∑ (
2

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

2

𝑟=0

∙ 𝜏𝐺,2−𝑟,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
2

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

2

𝑟=0

∙ 𝜏𝐵,2−𝑟,0,𝑣)

3

2

 

■ 

 
Similarmente, como 𝐶𝑐 = 𝐶𝑔(4) a expansão para o coeficiente de curtose para 

a distribuição seno - Gama, Beta é dada por: 

𝐶𝑐 = 𝐶𝑔(4) =
𝜇4

′

𝜎4
 

em que, 

𝜇4
′ = ∑ ∑ ∑ (

4

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

4

𝑟=0

∙ 𝜏𝐺,4−𝑟,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
4

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

4

𝑟=0

∙ 𝜏𝐵,4−𝑟,0,𝑣 

 

𝜎4 = (∑ ∑ ∑ (
2

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

2

𝑟=0

∙ 𝜏𝐺,2−𝑟,0,𝑣

+ ∑ ∑ ∑ (
2

𝑟
) ∙ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑟+𝑣+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

2

𝑟=0

∙ 𝜏𝐵,2−𝑟,0,𝑣)

2

 

■ 

 
A seguir são apresentadas as derivadas da função log-verossimilhança em 

relação aos parâmetros para a distribuição seno - Gama, Beta. 
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4.4.11 Derivadas da função log-verossimilhança em relação aos 

parâmetros para a distribuição seno - Gama, Beta 

 
Serão apresentados os cálculos do desenvolvimento das derivadas função 

log-verossimilhança em relação aos parâmetros para a distribuição seno - Gama, 

Beta: 

Como 

 

∑ 𝑙𝑜𝑔 𝑓𝐺,𝐵(𝑥𝑖; 𝑎, 𝑏, 𝛼, 𝛽, 𝜃)

𝑛

𝑖=1

= ∑ 𝑙𝑜𝑔 (
𝜋(1 − 𝜃) ∙ 𝛽𝛼 ∙ 𝑥𝑖

𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥𝑖

2Γ(𝛼, 𝛽)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1 − 𝜃)Γ(𝑥𝑖;  𝛼, 𝛽) + 𝜋𝜃Γ(𝛼, 𝛽)

2Γ(𝛼, 𝛽)
]

𝑛

𝑖=1

+
𝜋𝜃 ∙ 𝑥𝑖

𝑎−1 ∙ (1 − 𝑥𝑖)𝑏−1

2B(𝑎, 𝑏)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(B(𝑎, 𝑏) − B(𝑥𝑖;  𝑎, 𝑏))

2B(𝑎, 𝑏)
]) 

 
Logo tem-se que: 

 

∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓𝐺,𝐵(𝑥𝑖; 𝑎, 𝑏, 𝛼, 𝛽, 𝜃)

𝜕𝑎

𝑛

𝑖=1

= ∑
𝜕𝑙𝑜𝑔

𝜕𝑎
 (

𝜋(1 − 𝜃) ∙ 𝛽𝛼 ∙ 𝑥𝑖
𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥𝑖

2Γ(𝛼, 𝛽)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1 − 𝜃)Γ(𝑥𝑖;  𝛼, 𝛽) + 𝜋𝜃Γ(𝛼, 𝛽)

2Γ(𝛼, 𝛽)
]

𝑛

𝑖=1

+
𝜋𝜃 ∙ 𝑥𝑖

𝑎−1 ∙ (1 − 𝑥𝑖)𝑏−1

2B(𝑎, 𝑏)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(B(𝑎, 𝑏) − B(𝑥𝑖;  𝑎, 𝑏))

2B(𝑎, 𝑏)
]) 

 

∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓𝐺,𝐵(𝑥𝑖; 𝑎, 𝑏, 𝛼, 𝛽, 𝜃)

𝜕𝑏

𝑛

𝑖=1

= ∑
𝜕𝑙𝑜𝑔

𝜕𝑏
 (

𝜋(1 − 𝜃) ∙ 𝛽𝛼 ∙ 𝑥𝑖
𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥𝑖

2Γ(𝛼, 𝛽)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1 − 𝜃)Γ(𝑥𝑖;  𝛼, 𝛽) + 𝜋𝜃Γ(𝛼, 𝛽)

2Γ(𝛼, 𝛽)
]

𝑛

𝑖=1

+
𝜋𝜃 ∙ 𝑥𝑖

𝑎−1 ∙ (1 − 𝑥𝑖)𝑏−1

2B(𝑎, 𝑏)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(B(𝑎, 𝑏) − B(𝑥𝑖;  𝑎, 𝑏))

2B(𝑎, 𝑏)
]) 
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∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓𝐺,𝐵(𝑥𝑖; 𝑎, 𝑏, 𝛼, 𝛽, 𝜃)

𝜕𝛼

𝑛

𝑖=1

= ∑
𝜕𝑙𝑜𝑔

𝜕𝛼
 (

𝜋(1 − 𝜃) ∙ 𝛽𝛼 ∙ 𝑥𝑖
𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥𝑖

2Γ(𝛼, 𝛽)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1 − 𝜃)Γ(𝑥𝑖;  𝛼, 𝛽) + 𝜋𝜃Γ(𝛼, 𝛽)

2Γ(𝛼, 𝛽)
]

𝑛

𝑖=1

+
𝜋𝜃 ∙ 𝑥𝑖

𝑎−1 ∙ (1 − 𝑥𝑖)𝑏−1

2B(𝑎, 𝑏)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(B(𝑎, 𝑏) − B(𝑥𝑖;  𝑎, 𝑏))

2B(𝑎, 𝑏)
]) 

 

∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓𝐺,𝐵(𝑥𝑖; 𝑎, 𝑏, 𝛼, 𝛽, 𝜃)

𝜕𝛽

𝑛

𝑖=1

= ∑
𝜕𝑙𝑜𝑔

𝜕𝛽
 (

𝜋(1 − 𝜃) ∙ 𝛽𝛼 ∙ 𝑥𝑖
𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥𝑖

2Γ(𝛼, 𝛽)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1 − 𝜃)Γ(𝑥𝑖;  𝛼, 𝛽) + 𝜋𝜃Γ(𝛼, 𝛽)

2Γ(𝛼, 𝛽)
]

𝑛

𝑖=1

+
𝜋𝜃 ∙ 𝑥𝑖

𝑎−1 ∙ (1 − 𝑥𝑖)𝑏−1

2B(𝑎, 𝑏)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(B(𝑎, 𝑏) − B(𝑥𝑖;  𝑎, 𝑏))

2B(𝑎, 𝑏)
]) 

 

∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓𝐺,𝐵(𝑥𝑖; 𝑎, 𝑏, 𝛼, 𝛽, 𝜃)

𝜕𝜃

𝑛

𝑖=1

= ∑
𝜕𝑙𝑜𝑔

𝜕𝜃
 (

𝜋(1 − 𝜃) ∙ 𝛽𝛼 ∙ 𝑥𝑖
𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥𝑖

2Γ(𝛼, 𝛽)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1 − 𝜃)Γ(𝑥𝑖;  𝛼, 𝛽) + 𝜋𝜃Γ(𝛼, 𝛽)

2Γ(𝛼, 𝛽)
]

𝑛

𝑖=1

+
𝜋𝜃 ∙ 𝑥𝑖

𝑎−1 ∙ (1 − 𝑥𝑖)𝑏−1

2B(𝑎, 𝑏)
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(B(𝑎, 𝑏) − B(𝑥𝑖;  𝑎, 𝑏))

2B(𝑎, 𝑏)
]) 

 

■ 

 

A seguir a entropia proposta neste trabalho será apresentada usando a 

distribuição seno - Gama, Beta. 

 

 

4.4.12 Entropia de Rényi usando a distribuição seno - Gama, Beta 

 

Posteriormente será apresentado o desenvolvimento dos cálculos da 

expansão da entropia para a distribuição seno - Gama, Beta, usando a entropia de 

Rényi. 
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Como   𝐺1(𝑥) =
Γ(𝑥; 𝛼,𝛽)

Γ(𝛼,𝛽)
,  𝐺2(𝑥) =

B(𝑥; 𝑎,𝑏)

B(𝑎,𝑏)
,    𝑔1(𝑥) =

𝛽𝛼∙𝑥𝛼−1∙𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼,𝛽)
,   𝑔2(𝑥) =

𝑥𝑎−1∙(1−𝑥)𝑏−1

B(𝑎,𝑏)
 logo tem-se: 

 

 

ℒ𝑅(𝜂) =
1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∫ (∑ ∑ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙ 𝑔1(𝑥) ∙ 𝐺1
𝑣(𝑥)

+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙ 𝑔2(𝑥) ∙ 𝐺2
𝑣(𝑥))

𝜂

𝑑𝑥) 

 

ℒ𝑅(𝜂) =
1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∫ (∑ ∑ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙
𝑥𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼, 𝛽)
∙ (

Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽)

Γ(𝛼, 𝛽)
)

𝑣+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙
𝛽

𝛼
∙ 𝑥𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼, 𝛽)
∙ (

B(𝑥;  𝑎, 𝑏)

B(𝑎, 𝑏)
)

𝑣

)

𝜂

𝑑𝑥). 

 

Portanto,  

 

ℒ𝑅(𝜂) =
1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∫ (∑ ∑ (

2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗−𝑣 ∙ (1 − 𝜃)𝑣+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗

∞

𝑗=0

∙
𝑥𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼, 𝛽)
∙ (

Γ(𝑥;  𝛼, 𝛽)

Γ(𝛼, 𝛽)
)

𝑣+∞

−∞

+ ∑ ∑ (
2𝑗

𝑣
) ∙

2𝑗

𝑣=0

(−1)𝑣+𝑗 ∙ 𝜋2𝑗+1 ∙ 𝜃2𝑗+1

(2𝑗)! ∙ 22𝑗+1

∞

𝑗=0

∙
𝛽

𝛼
∙ 𝑥𝛼−1 ∙ 𝑒−𝛽𝑥

Γ(𝛼, 𝛽)
∙ (

B(𝑥;  𝑎, 𝑏)

B(𝑎, 𝑏)
)

𝑣

)

𝜂

𝑑𝑥). 

■ 

 

Agora será apresentada uma aplicação em dados reais utilizando a 

distribuição seno - gama, beta. 

 

 

4.4.13 Aplicação em dados reais da distribuição seno - Gama, Beta  

 

 Para ilustrar a potencialidade da nova distribuição gerada pela classe aqui 

proposta foi realizada uma aplicação em dados reais de varicela, conhecida 

popularmente como catapora, que estão definidos a partir de Hipel e McLeod (1994) 
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sendo composto por 498 observações do número relatado mensalmente de varicela 

na Cidade de Nova Iorque entre 1931-1972, divididos por 1000. O código R utilizado 

está no Apêndice N e, os dados utilizados estão no Anexo A. 

 Analisando o gráfico comparativo entre a distribuição seno – Gama, Beta e os 

demais propostos, nota-se que os dados apresentam certa bimodalidade e, somente 

o modelo seno – Gama, Beta e a mistura de normais foram capazes de capturar a 

bimodalidade. No entanto, a distribuição normal não captou o excesso de valores 

próximos à zero e subestima bastante o segundo pico em torno de um.  

Apesar do modelo seno – Gama, Beta superestimar o primeiro pico, no 

restante da distribuição, nota-se que ele modela bem, captando a bimodalidade do 

estudo em questão. 

 

 

Figura 10: Comparação entre distribuições (autoria própria) 

 

Acima tem-se o gráfico comparativo entre as distribuições seno – Gama, Beta; 

distribuição Gama; distribuição Kumaraswamy, distribuição Beta-gama Exponencial, 

e a mistura de normais. 

 

Na tabela 4.4 de estimativas dos parâmetros 𝛼, 𝛽, 𝑎, 𝑏 a seguir, tem-se que as 

primeiras linhas são as estimativas e os valores entre parênteses são os erros-

padrão das estimativas. 
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Com intuito de evitar problemas de convergências, o valor de 𝜃 do modelo da 

mistura normal-normal foi fixado em 0,5, assim, não apresenta erro-padrão. 

Tabela 4.4: valores estimados para distribuições  

Distribuição  𝜃 𝛼 𝛽 𝑎 𝑏 𝜇1 𝜎1 𝜇2 𝜎2 

seno - Gama, Beta 0,15982 2,26338 1,63934 6,27245 46,63935 - - - - 

 
(0,01675) (0,21787) (0,17494) (1,05674) (9,19715) 

    
Gama - 1,28068 1,74857 - - - - - - 

  
(0,07298) (0,12134) 

      
Kum Weibull Poisson 0,22927 1,95065 4,60759 0,97035 0,40346 - - - - 

 
(0,08385) (1,08443) (1,75620) (0,75230) (0,10175) 

    Beta Gama 
Exponencial 0,05590 5,96621 19,36963 1,06384 - - - - - 

 
(0,02754) (2,92750) (10,30051) (0,18031) 

     Mistura: Normal x 
Normal 0,50000 - - - - 0,31162 0,23174 1,28450 0,44148 

      
(0,03583) (0,03560) (0,04858) (0,02425) 

Fonte: autoria própria a partir do software R 

 

 Agora, na tabela 4.5, apresentam-se os critérios de escolha, em que os 

valores menores ocorrem para os modelos mais bem ajustados. Fica notório que o 

modelo seno – Gama, Beta é o que apresentou menor AIC, CAIc, BIC e também no 

critério HQIC.  

 

Tabela 4.5: critérios de escolha para distribuições 

  AIC CAIC BIC HQIC 

seno - Gama, Beta 567,67 567,79 588,72 575,93 

Gama 672,18 672,20 680,60 675,48 

Kum Weibull Poisson 658,44 658,56 679,49 666,70 

Beta Gama Exponencial 654,32 654,40 671,16 660,93 

Mistura: Normal x Normal 810,63 810,71 827,48 817,24 

Fonte: autoria própria a partir do software R 

 

A seguir, apresenta-se a classe proposta pelo método gerador de classes de 

distribuições probabilísticas via composições de fdp e suas propriedades de 

caracterização em que serão vistos o modelo funcional da fdp da classe, o modelo 

funcional da fda da classe, as expansões da Função de Distribuição de 

Probabilidade, as expansões da Função de Distribuição Acumulada, a função Risco, 

a expansão para os momentos de ordem m, a expansão para a função geradora de 

momentos, a expansão para a função característica, a expansão para os momentos 

centrais de ordem m, a expansão para o coeficiente geral, a expansão para o Desvio 
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Médio e Desvio Quantílico, as Derivadas da função log-verossimilhança em relação 

aos parâmetros e, as entropias de Rényi e de Shannon para a classe beta G- . 

 

 

4.5 Classe proposta pelo método gerador de classes de distribuições 

probabilísticas via composições de fdp e suas propriedades de caracterização 

 

 Como já exposto, serão apresentadas as propriedades de caracterização da 

classe proposta, iniciando com o modelo funcional da fdp da classe beta G - . 

 

 

4.5.1 Modelo funcional da fdp da classe beta G-  

 

Os cálculos para obtenção do modelo funcional da fdp da classe beta G -  

serão apresentados nas próximas linhas. 

Sejam 𝑓(𝑥; λ) = 𝑓(𝑥; 𝛼, 𝛽) =
1

𝐵(𝛼,𝛽)
∙ 𝑥𝛼−1 ∙ (1 − 𝑥)𝛽−1  𝑓𝑑𝑝 da distribuição beta 

e 𝐺(𝑡, 𝜃) uma 𝑓𝑑𝑎 derivável. Como 𝐶: (0, 1) → (0, 1) é uma função bijetora e derivável 

e como 𝑘(λ, 𝜃, 𝛾) = ∫ 𝑓 (𝐶 (𝐺(𝑡; 𝜃)) , λ) ∙ [(𝐶 (𝐺(𝑥; 𝜃)))
′

]

𝛾

𝑑𝑡
+∞

−∞
 e 𝛾 ≥ 0, e como 

𝐶 (𝐺(𝑡; 𝜃)) = 𝐺(𝑡; 𝜃) e λ = (𝛼, 𝛽),  então   

 

𝑓𝐺(𝑥; λ, 𝜃, 𝛾) =
1

𝑘(λ, 𝜃, 𝛾)
∙ 𝑓 (𝐶 (𝐺(𝑥; 𝜃)) , λ) ∙ [(𝐶 (𝐺(𝑥; 𝜃)))

′

]
𝛾

 

 

𝑓𝐺(𝑥, 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) =
1

𝑘(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ 𝑓 (𝐶 (𝐺(𝑥, 𝜃)) ; 𝛼, 𝛽) ∙ [(𝐺(𝑥; 𝜃))

′

]
𝛾

 

 

𝑓𝐺(𝑥, 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) =
1

𝑘(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ 𝑓 (𝐶 (𝐺(𝑥, 𝜃)) ; 𝛼, 𝛽) ∙ [𝑔(𝑥; 𝜃)]

𝛾
 

 

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) = ∫ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼−1(𝑡, 𝜃) ∙ (1 − 𝐺(𝑡, 𝜃))
𝛽−1

𝑑𝑡
+∞

−∞

 

 

𝑓𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) =
𝑔𝛾(𝑥, 𝜃)

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ 𝐺𝛼−1(𝑥, 𝜃) ∙ (1 − 𝐺(𝑥, 𝜃))

𝛽−1

. 

 
Portanto, gera-se a fdp uma classe de distribuições de probabilidades 

proposta pelo método gerador de classes de distribuições probabilísticas via 

composições de fdp, conforme equação a seguir: 
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𝑓𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) =
𝑔𝛾(𝑥, 𝜃)

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ 𝐺𝛼−1(𝑥, 𝜃) ∙ (1 − 𝐺(𝑥, 𝜃))

𝛽−1

. 

 

Agora, será apresentado o modelo funcional da fda da classe beta G- . 

 

 

4.5.2 Modelo funcional da fda da classe beta G-    

 

Para o modelo funcional da fda da classe beta G- , tem-se os seguintes 

cálculos: 

Como 𝐹𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) = ∫ 𝑓𝐺(𝑡; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 0)𝑑𝑡
𝑥

−∞
, logo tem-se que: 

 

𝐹𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) = ∫ 𝑓𝐺(𝑡; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 0)𝑑𝑡
𝑥

−∞

 

 

𝐹𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) = ∫
𝑔𝛾(𝑥, 𝜃)

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ 𝐺𝛼−1(𝑡, 𝜃) ∙ (1 − 𝐺(𝑡, 𝜃))

𝛽−1

𝑑𝑡.
𝑥

−∞

 

 
 

Portanto, gera-se a fda de uma classe de distribuições de probabilidades 

proposta pelo método gerador de classes de distribuições probabilísticas via 

composições de fdp, conforme a seguinte equação: 

 

𝐹𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) = ∫
𝑔𝛾(𝑥, 𝜃)

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ 𝐺𝛼−1(𝑡, 𝜃) ∙ (1 − 𝐺(𝑡, 𝜃))

𝛽−1

𝑑𝑡
𝑥

−∞

. 

 

No próximo tópico, tem-se a exposição das expansões da função de 

distribuição de probabilidade da classe beta G- . 

 

 

4.5.3 Expansões da função de distribuição de probabilidade da classe 

beta G-  

 

As expansões da função de distribuição de probabilidade da classe beta G-  

podem ser encontradas a partir do cálculo a seguir: 
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Como (1 − 𝐺(𝑥, 𝜃))
𝛽−1

= ∑ (𝛽−1
𝑗

) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝐺𝑗(𝑥, 𝜃)∞
𝑗=0 , logo tem-se que:   

 

𝑓𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) =
𝑔𝛾(𝑥, 𝜃)

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ 𝐺𝛼−1(𝑥, 𝜃) ∙ (1 − 𝐺(𝑥, 𝜃))

𝛽−1

 

 

𝑓𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) =
𝑔𝛾(𝑥, 𝜃)

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ 𝐺𝛼−1(𝑥, 𝜃) ∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝐺𝑗(𝑥, 𝜃)

∞

𝑗=0

 

 

𝑓𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑥, 𝜃)

∞

𝑗=0

. 

 
Portanto, a expansão da fdp da classe de distribuições de probabilidades 

proposta pelo método gerador de classes de distribuições probabilísticas via 

composições de fdp, é obtida conforme equação abaixo: 

𝑓𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑥, 𝜃)

∞

𝑗=0

. 

 

O próximo tópico a exposição das expansões da função de distribuição de 

acumulada da classe beta G-  serão apresentadas. 

 

 

4.5.4 Expansões da função de distribuição acumulada da classe beta G- 

 

A expansão da função de distribuição acumulada da d classe beta G- . será 

obtida através do seguinte processo: 

Como 𝐹𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) = ∫ 𝑓𝐺(𝑡; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)𝑑𝑡
𝑥

−∞
, logo tem-se que: 

 

𝐹𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) = ∫ 𝑓𝐺(𝑡; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)𝑑𝑡
𝑥

−∞

 

 

𝐹𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) = ∫
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑡, 𝜃)

∞

𝑗=0

𝑑𝑡.
𝑥

−∞

 

 

𝐹𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑡, 𝜃)𝑑𝑡.
𝑥

−∞
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Portanto, a expansão da fda da classe de distribuições acumulada proposta 

pelo método gerador de classes de distribuições probabilísticas via composições de 

fdp, é obtida conforme equação a seguir: 

 

𝐹𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑡, 𝜃)𝑑𝑡.
𝑥

−∞

 

 

No próximo tópico, será apresentada a função de risco usando a classe beta 

G- . 

 

 

4.5.5 Função risco usando a classe beta G-  

 

Pode-se obter a função risco usando a classe beta G- : 

ℛ𝐺(𝑥) =
𝑓𝐺(𝑥)

1 − 𝐹𝐺(𝑥)
 

 

ℛ𝐺(𝑥) =
𝑓𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)

1 − 𝐹𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
 

 

ℛ𝐺(𝑥) =

1

𝐾(𝛼,𝛽,𝜃,𝛾)
∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼−1(𝑥, 𝜃) ∙ (1 − 𝐺(𝑥, 𝜃))

𝛽−1

1 − ∫
1

𝐾(𝛼,𝛽,𝜃,𝛾)
∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼−1(𝑡, 𝜃) ∙ (1 − 𝐺(𝑡, 𝜃))

𝛽−1

𝑑𝑡
𝑥

−∞

 

 

ℛ𝐺(𝑥) =

1

𝐾(𝛼,𝛽,𝜃,𝛾)
∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼−1(𝑥, 𝜃) ∙ (1 − 𝐺(𝑥, 𝜃))

𝛽−1

∫
1

𝐾(𝛼,𝛽,𝜃,𝛾)
∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼−1(𝑡, 𝜃) ∙ (1 − 𝐺(𝑡, 𝜃))

𝛽−1

𝑑𝑡
∞

𝑥

 

 

ℛ𝐺(𝑥) =
𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼−1(𝑥, 𝜃) ∙ (1 − 𝐺(𝑥, 𝜃))

𝛽−1

∫ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼−1(𝑡, 𝜃) ∙ (1 − 𝐺(𝑡, 𝜃))
𝛽−1

𝑑𝑡
∞

𝑥

. 

 

A expansão para os momentos de ordem m para a classe beta G-  será 

apresentada a seguir. 
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4.5.6 Expansão para os momentos de ordem m para a classe beta G-  

 
A seguir será introduzida a expressão dos momentos probabilisticamente 

ponderados e em seguida será visto o desenvolvimento dos cálculos da expansão 

para os momentos de ordem 𝑚 para a classe beta G- : 

 

Como 

𝜇𝑚 = 𝐸(𝑋𝑚) = ∫ 𝑥𝑚𝑑𝐹(𝑥).
+∞

−∞

 

Logo, tem-se: 

𝜇𝑚 = ∫ 𝑥𝑚
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑥, 𝜃)

∞

𝑗=0

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝜇𝑚 =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥
+∞

−∞

. 

Portanto,  

𝜇𝑚 =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

𝜏𝑚,𝛾−1,𝛼+𝑗−1. 

Em que 

 

𝜏𝑚,𝜂,𝑟 = 𝐸(𝑋𝑚𝑓(𝑋)𝜂𝐹(𝑋)𝑟) = ∫ 𝑥𝑚𝑓(𝑥)𝜂𝐹(𝑥)𝑟𝑑𝐹(𝑥)
+∞

−∞

. 

■ 

Em particular, obtém-se a seguinte expansão para a média para a classe beta 

G- : 

 

Como 𝜇 = 𝜇1, então tem-se que: 

𝜇 =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

𝜏1,𝛾−1,𝛼+𝑗−1. 

■ 

 

No próximo tópico será desenvolvida a expansão para a função geradora de 

momentos para a classe beta G- . 
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4.5.7 Expansão para a função geradora de momentos para a classe beta 

G- 

 

A seguir será proposto o desenvolvimento dos cálculos da expansão para a 

função geradora de momentos para a para a classe beta G- : 

Como 

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐸 (𝑒𝑡𝑋) = ∫ 𝑒𝑡𝑥𝑑𝐹(𝑥)
+∞

−∞

 

Tem-se 

 

𝑀𝑋(𝑡) = ∫ 𝑒𝑡𝑥
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑥, 𝜃)

∞

𝑗=0

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝑀𝑋(𝑡) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑒𝑡𝑥 ∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥
+∞

−∞

. 

Como  

𝑒𝑡𝑥 = ∑
𝑡𝑚𝑥𝑚

𝑚!

∞

𝑚=0

 

Logo, tem-se que: 

𝑀𝑋(𝑡) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ ∑
𝑡𝑚𝑥𝑚

𝑚!
∙

∞

𝑚=0

𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥
+∞

−∞

 

𝑀𝑋(𝑡) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ ∑

(𝛽−1
𝑗

) ∙ (−1)𝑗𝑡𝑚

𝑗! ∙ 𝑚!

∞

𝑚=0

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥.
+∞

−∞

 

 

Portanto, 

𝑀𝑋(𝑡) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ ∑

(𝛽−1
𝑗

) ∙ (−1)𝑗𝑡𝑚

𝑗! ∙ 𝑚!

∞

𝑚=0

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝑚,𝛾−1,𝛼+𝑗−1. 

■ 

 

A exposição da expansão para a função característica para a classe beta G-  

será vista no tópico a seguir. 
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4.5.8 Expansão para a função característica para a classe beta G-  

 

Agora será apresentado o desenvolvimento dos cálculos da expansão para a 

função característica para a classe beta G- : 

 

Como 

𝜑𝑋(𝑡) = 𝐸 (𝑒𝑖𝑡𝑋) = ∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥𝑑𝐹(𝑥).
+∞

−∞

 

Tem-se que: 

 

𝜑𝑋(𝑡) = ∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑥, 𝜃)

∞

𝑗=0

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝜑𝑋(𝑡) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥 ∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥
+∞

−∞

. 

 

Como  

𝑒𝑖𝑡𝑥 = ∑
𝑖𝑚𝑡𝑚𝑥𝑚

𝑚!

∞

𝑚=0

 

Então: 

 

𝜑𝑋(𝑡) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ ∑
𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚 ∙ 𝑥𝑚

𝑚!
∙

∞

𝑚=0

𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝜑𝑋(𝑡) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ ∑

(𝛽−1
𝑗

) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

𝑗! ∙ 𝑚!

∞

𝑚=0

∞

𝑗=0

∙ ∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥
+∞

−∞

. 

 

Portanto, 

𝜑𝑋(𝑡) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ ∑

(𝛽−1
𝑗

) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑖𝑚 ∙ 𝑡𝑚

𝑗! ∙ 𝑚!

∞

𝑚=0

∞

𝑗=0

∙ 𝜏𝑚,𝛾−1,𝛼+𝑗−1. 

 ■ 

A exposição da expansão dos momentos centrais de ordem m para a classe 

beta G-  será vista no próximo tópico. 
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4.5.9 Expansão para os momentos centrais de ordem m para a Classe 

beta G- 

 

Agora serão desenvolvidos os cálculos da expansão para os momentos 

centrais de ordem 𝑚 para a classe beta G- : 

 

como 

𝜇𝑚
′ = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)𝑚] = ∫ (𝑥 − 𝜇)𝑚𝑑𝐹(𝑥)

+∞

−∞

 

tem-se 

𝜇𝑚
′ = ∑ (

𝑚

𝑟
)

𝑚

𝑟=0

(−1)𝑟𝜇𝑟𝜇𝑚−𝑟 . 

Como 

𝜇𝑚−𝑟 =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

𝜏𝑚−𝑟,𝛾−1,𝛼+𝑗−1, 

tem-se 

𝜇𝑚
′ = ∑ (

𝑚

𝑟
)

𝑚

𝑟=0

(−1)𝑟𝜇𝑟
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

𝜏𝑚−𝑟,𝛾−1,𝛼+𝑗−1. 

 

Portanto, 

𝜇𝑚
′ =

1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ ∑(−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ (

𝑚

𝑟
) ∙ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙

∞

𝑗=0

𝑚

𝑟=0

𝜏𝑚−𝑟,𝛾−1,𝛼+𝑗−1 

■ 

 

Em particular, tem-se que a expansão da variância para a classe beta G-  é 

dada por: 

 

𝜎2 = 𝜇2
′ =

1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ ∑(−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ (

2

𝑟
) ∙ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙

∞

𝑗=0

2

𝑟=0

𝜏2−𝑟,𝛾−1,𝛼+𝑗−1. 

■ 

 

A exposição da expansão para o coeficiente geral para a classe beta G-  

será trabalhada no tópico seguinte. 
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4.5.10 Expansão para o coeficiente geral para a classe beta G-  

 

A seguir, desenvolver-se-ão os cálculos da expansão para o coeficiente geral 

para a classe beta G- : 

 

Como 𝐶𝑔(𝑚) =
𝐸[(𝑋−𝜇)𝑚]

√{𝐸[(𝑋−𝜇)2]}𝑚
=

𝐸[(𝑋−𝜇)𝑚]

𝜎𝑚 , então tem-se: 

𝐶𝑔(𝑚) =
𝜇𝑚

′

𝜎𝑚
 

Portanto, 

𝐶𝑔(𝑚) =

1

𝐾(𝛼,𝛽,𝜃,𝛾)
∙∑ ∑ (−1)𝑟+𝑗∙𝜇𝑟∙(𝑚

𝑟 )∙(
𝛽−1

𝑗
)∙∞

𝑗=0
𝑚
𝑟=0 𝜏𝑚−𝑟,𝛾−1,𝛼+𝑗−1

(
1

𝐾(𝛼,𝛽,𝜃,𝛾)
∙∑ ∑ (−1)𝑟+𝑗∙𝜇𝑟∙(2

𝑟)∙(
𝛽−1

𝑗
)∙∞

𝑗=0
2
𝑟=0 𝜏2−𝑟,𝛾−1,𝛼+𝑗−1)

𝑚
2

  

 

𝐶𝑔(𝑚) =
(𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾))

𝑚−2

2
∙ ∑ ∑ (−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ (𝑚

𝑟
) ∙ (𝛽−1

𝑗
) ∙∞

𝑗=0
𝑚
𝑟=0 𝜏𝑚−𝑟,𝛾−1,𝛼+𝑗−1

(∑ ∑ (−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ (2
𝑟
) ∙ (𝛽−1

𝑗
) ∙∞

𝑗=0
2
𝑟=0 𝜏2−𝑟,𝛾−1,𝛼+𝑗−1)

𝑚

2

. 

■ 

 

Em particular, como 𝐶𝑎 = 𝐶𝑔(3) teremos que a expansão para o coeficiente 

geral para a classe beta G-  é dada por: 

  

𝐶𝑎 =

1

𝐾(𝛼,𝛽,𝜃,𝛾)
∙ ∑ ∑ (−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ (3

𝑟
) ∙ (𝛽−1

𝑗
) ∙∞

𝑗=0
3
𝑟=0 𝜏3−𝑟,𝛾−1,𝛼+𝑗−1

(
1

𝐾(𝛼,𝛽,𝜃,𝛾)
∙ ∑ ∑ (−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ (2

𝑟
) ∙ (𝛽−1

𝑗
) ∙∞

𝑗=0
2
𝑟=0 𝜏2−𝑟,𝛾−1,𝛼+𝑗−1)

3

2

 

 

𝐶𝑎 =
√𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) ∙ ∑ ∑ (−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ (3

𝑟
) ∙ (𝛽−1

𝑗
) ∙∞

𝑗=0
3
𝑟=0 𝜏3−𝑟,𝛾−1,𝛼+𝑗−1

(∑ ∑ (−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ (2
𝑟
) ∙ (𝛽−1

𝑗
) ∙∞

𝑗=0
2
𝑟=0 𝜏2−𝑟,𝛾−1,𝛼+𝑗−1)

3

2

. 

■ 

 
Similarmente, como 𝐶𝑐 = 𝐶𝑔(4) teremos que a expansão para o coeficiente de 

curtose para a classe beta G- : 
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𝐶𝑐 =
𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) ∙ ∑ ∑ (−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ (4

𝑟
) ∙ (𝛽−1

𝑗
) ∙∞

𝑗=0
4
𝑟=0 𝜏4−𝑟,𝛾−1,𝛼+𝑗−1

(∑ ∑ (−1)𝑟+𝑗 ∙ 𝜇𝑟 ∙ (2
𝑟
) ∙ (𝛽−1

𝑗
) ∙∞

𝑗=0
2
𝑟=0 𝜏2−𝑟,𝛾−1,𝛼+𝑗−1)

2 . 

■ 

 

 No seguinte tópico, as derivadas da função log-verossimilhança em relação 

aos parâmetros para a classe beta G-  serão apresentadas. 

 

 

4.5.11 Derivadas da função log-verossimilhança em relação aos 

parâmetros para a classe beta G-  

 
Serão apresentados a seguir os cálculos do desenvolvimento das derivadas 

função log-verossimilhança em relação aos parâmetros para a classe beta G- :  

Como 

∑ 𝑙𝑜𝑔 𝑓𝐺(𝑥𝑖; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)

𝑛

𝑖=1

= −𝑛𝑙𝑜𝑔 (𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)) + 𝛾 ∑ 𝑙𝑜𝑔 (𝑔(𝑥𝑖 , 𝜃))

𝑛

𝑖=1

+ 

+(𝛼 − 1) ∑ 𝑙𝑜𝑔 (𝐺(𝑥𝑖, 𝜃))

𝑛

𝑖=1

+ (𝛽 − 1) ∑ (1 − 𝐺(𝑥𝑖, 𝜃))

𝑛

𝑖=1

 

Logo tem-se que: 

 

∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓𝐺(𝑥𝑖; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)

𝜕𝛾

𝑛

𝑖=1

=
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)

𝜕𝛾
+ ∑ 𝑙𝑜𝑔 (𝑔(𝑥𝑖, 𝜃))

𝑛

𝑖=1

 

 

∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓𝐺(𝑥𝑖; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)

𝜕𝛼

𝑛

𝑖=1

=
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)

𝜕𝛼
+ ∑ 𝑙𝑜𝑔 (𝐺(𝑥𝑖 , 𝜃))

𝑛

𝑖=1

 

 

∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓𝐺(𝑥𝑖; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)

𝜕𝛽

𝑛

𝑖=1

=
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)

𝜕𝛽
+ ∑ (1 − 𝐺(𝑥𝑖 , 𝜃))

𝑛

𝑖=1

 

 

∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓𝐺(𝑥𝑖; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)

𝜕𝜃𝑗

𝑛

𝑖=1

=
𝜕𝑙𝑜𝑔𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)

𝜕𝜃𝑗
+ 𝛾 ∑

𝜕𝑙𝑜𝑔 (𝑔(𝑥𝑖 , 𝜃))

𝜕𝜃𝑗

𝑛

𝑖=1

+ 
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+(𝛼 − 1) ∑
𝜕𝑙𝑜𝑔 (𝐺(𝑥𝑖 , 𝜃))

𝜕𝜃𝑗

𝑛

𝑖=1

+ (𝛽 − 1) ∑
𝜕𝑙𝑜𝑔 (1 − 𝐺(𝑥𝑖 , 𝜃))

𝜕𝜃𝑗

𝑛

𝑖=1

 

 

■ 

 

A entropia proposta neste trabalho será apresentada usando a classe beta G- 

, a seguir. 

 

 

4.5.12 Entropia de Rényi usando a classe beta G-  

 

Será visto o desenvolvimento dos cálculos da entropia para a classe beta G- 

, usando a entropia de Rényi: 

 

ℒ𝑅(𝜂) =
1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∫ 𝑓𝜂−1

+∞

−∞

(𝑥)𝑑𝐹(𝑥)) 

 

ℒ𝑅(𝜂) =
1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∫ (

𝑔𝛾(𝑥, 𝜃)

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ 𝐺𝛼−1(𝑥, 𝜃) ∙ (1 − 𝐺(𝑥, 𝜃))

𝛽−1

)

𝜂+∞

−∞

𝑑𝑥). 

 

Como 

(1 − 𝐺(𝑥, 𝜃))
𝜂𝛽−𝜂

= ∑ (
𝜂𝛽 − 𝜂

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝐺𝑗(𝑥, 𝜃).

∞

𝑗=0

 

Logo 

𝑓𝐺
𝜂

(𝑥𝑖; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) =
𝑔𝜂(𝑥, 𝜃)

𝐾𝜂(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ 𝐺𝜂(𝛼−1)(𝑥, 𝜃) ∙ ∑ (

𝜂(𝛽 − 1)

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝐺𝑗(𝑥, 𝜃)

∞

𝑗=0

 

𝑓𝐺
𝜂

(𝑥𝑖; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) =
𝑔𝜂(𝑥, 𝜃)

𝐾𝜂(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝜂(𝛽 − 1)

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝐺𝜂(𝛼−1)+𝑗(𝑥, 𝜃).

∞

𝑗=0

 

Assim, 

ℒ𝑅(𝜂) =
1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∫

𝑔𝜂(𝑥, 𝜃)

𝐾𝜂(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝜂(𝛽 − 1)

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝐺𝜂(𝛼−1)+𝑗(𝑥, 𝜃)

∞

𝑗=0

+∞

−∞

𝑑𝑥) 
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ℒ𝑅(𝜂) =
1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (

1

𝐾𝜂(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝜂(𝛽 − 1)

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑔𝜂(𝑥, 𝜃)𝐺𝜂(𝛼−1)+𝑗(𝑥, 𝜃)
+∞

−∞

𝑑𝑥). 

 

Portanto, 

 

ℒ𝑅(𝜂) =
1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∑

(−1)𝑗

𝐾𝜂(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ (

𝜂(𝛽 − 1)

𝑗
) ∙

∞

𝑗=0

𝜏0,𝜂−1,𝜂(𝛼−1)+𝑗). 

■ 

 

 

4.5.13 Estudo do comportamento da classe beta G-  através de gráficos 

para alguns valores dos parâmetros 

 

As figuras M4 e M5 a seguir foram obtidas a partir da seguinte expressão da 

classe beta – G : 

 

𝑓𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾) =
𝑔𝛾(𝑥, 𝜃)

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ 𝐺𝛼−1(𝑥, 𝜃) ∙ (1 − 𝐺(𝑥, 𝜃))

𝛽−1

, 

 

em que foram atribuídos os valores para 𝛼 = 0.5,   𝛼 = 2.0 e 𝛼 = 5.0, 𝛽 =  0.5 e 𝛾 =

0.0, 𝛾 = 1.0, 𝛾 = 2.0. 

 Nos gráficos da figura M4, para os valores adotados para 𝛼 = 0.5 nota-se o 

comportamento diferente para cada novo valor de 𝛾,  para 𝛼 = 2.0 e 𝛼 = 5.0 e 𝛾 =

0.0,  em ambos os casos, os gráficos possuem a mesma forma e, de igual modo 

ocorrem quando 𝛼 = 2.0 e 𝛾 = 1.0; 𝛼 = 2.0 e 𝛾 = 2.0 e, quando 𝛼 = 5.0 e 𝛾 = 2.0.  

Notadamente, é possível perceber nos diferentes formatos a flexibilidade, a 

simetria, a assimetria e a bimodalidade, mostrando a importância desta classe e que 

é possível obter essas modelagens. 
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Figura M4 – Gráficos da fdp da classe beta Beta -  

 

 

 

Figura M5 – gráficos da fdp da classe beta Uniforme -  

 Outros gráficos podem ser encontrados no Apêndice M. 

 



156 

 

Na seção 4.6 será proposta uma distribuição oriunda do método gerador de 

classes de distribuições probabilísticas via composições de fdp e suas propriedades 

de caracterização em que serão vistos o modelo funcional da fdp da distribuição 

proposta pela classe beta G - , o modelo funcional da fda da distribuição, as 

expansões da Função de Distribuição de Probabilidade, as expansões da Função de 

Distribuição Acumulada, a função Risco, a expansão para os momentos de ordem 

m, a expansão para a função geradora de momentos, a expansão para a função 

característica, a expansão para os momentos centrais de ordem m, a expansão para 

o coeficiente geral, a expansão para o Desvio Médio e Desvio Quantílico, as 

derivadas da função log-verossimilhança em relação aos parâmetros e, as entropias 

de Rényi e de Shannon para a classe beta G- . 

 

 

4.6 Distribuição proposta pela classe beta G-  e suas propriedades de 

caracterização  

 

Agora, serão apresentadas as propriedades de caracterização da distribuição 

proposta, que neste caso, será a exponencial, iniciando com o modelo funcional da 

fdp desta distribuição. 

 

 

4.6.1 Modelo funcional da fdp da distribuição beta Exponencial-   

 

 Para obtenção do modelo funcional da fdp da distribuição, os cálculos serão 

apresentados nas linhas a seguir. 

Sejam 𝑓(𝑥; 𝛼, 𝛽) =
1

𝐵(𝛼,𝛽)
∙ 𝑥𝛼−1 ∙ (1 − 𝑥)𝛽−1  𝑓𝑑𝑝 da distribuição beta e 𝐺(𝑡, 𝜆) 

uma 𝑓𝑑𝑎 derivável. Como 𝐶: (0, 1) → (0, 1) é uma função bijetora e derivável e como 

𝑘(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) = ∫ 𝑓(𝐶(𝐺(𝑡; 𝜆)); 𝛼, 𝛽) ∙ [(𝐶(𝐺(𝑥; 𝜆)))
′

]
𝛾

𝑑𝑡
+∞

−∞
 e 𝛾 ≥ 0, e como 

𝐶(𝐺(𝑡; 𝜆)) = 𝐺(𝑡; 𝜆) = 1 − 𝑒−𝜆𝑡 e 𝑔(𝑡; 𝜆) = 𝜆𝑒−𝜆𝑡,  então   

 

𝑓𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) =
1

𝑘(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ 𝑓(𝐶(𝐺(𝑥; 𝜆)); 𝛼, 𝛽) ∙ [(𝐶(𝐺(𝑥; 𝜆)))

′

]
𝛾

 

 



157 

 

𝑓𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) =
1

𝑘(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ 𝑓(𝐶(𝐺(𝑥; 𝜆)); 𝛼, 𝛽) ∙ [(𝐺(𝑥; 𝜆))

′
]

𝛾

 

 

𝑓𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) =
1

𝑘(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ 𝑓(𝐶(𝐺(𝑥; 𝜆)); 𝛼, 𝛽) ∙ [𝑔(𝑥; 𝜆)]𝛾 

 

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) = ∫ 𝑔𝛾(𝑥; 𝜆) ∙ 𝐺𝛼−1(𝑡; 𝜆) ∙ (1 − 𝐺(𝑡; 𝜆))
𝛽−1

𝑑𝑡
+∞

−∞

 

 

𝑓𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) =
𝑔𝛾(𝑥; 𝜆)

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ 𝐺𝛼−1(𝑥; 𝜆) ∙ (1 − 𝐺(𝑥; 𝜆))

𝛽−1
 

 

𝑓𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) =
(𝜆𝑒−𝜆𝑡)

𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ (1 − 𝑒−𝜆𝑥)

𝛼−1
∙ (1 − 1 + 𝑒−𝜆𝑥)

𝛽−1
 

 

𝑓𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ (1 − 𝑒−𝜆𝑥)

𝛼−1
∙ (𝑒−𝜆𝑥)

𝛾+𝛽−1
. 

 
Portanto a fdp da distribuição exponencial é obtida pelo método gerador de 

classes de distribuições probabilísticas via composições de fdp, conforme equação 

abaixo: 

 

𝑓𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ (1 − 𝑒−𝜆𝑥)

𝛼−1
∙ (𝑒−𝜆𝑥)

𝛾+𝛽−1
. 

 

Será apresentado o modelo funcional da fda da distribuição beta 

Exponencial- , na próxima subseção. 

 

 

4.6.2 Modelo funcional da fda da distribuição beta Exponencial-    

 

Para o modelo funcional da fda da distribuição beta Exponencial- , tem-se os 

seguintes cálculos: 

 

Como 𝐹𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) = ∫ 𝑓𝐺(𝑡; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)𝑑𝑡
𝑥

−∞
, logo: 

 

𝐹𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) = ∫ 𝑓𝐸(𝑡; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)𝑑𝑡
𝑥

0

 

 

𝐹𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) = ∫
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ (1 − 𝑒−𝜆𝑡)

𝛼−1
∙ (𝑒−𝜆𝑡)

𝛾+𝛽−1
𝑑𝑡.

𝑥

0
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Portanto, a fda da distribuição exponencial é obtida pelo método gerador de 

classes de distribuições probabilísticas via composições de fdp, conforme equação a 

seguir: 

 

𝐹𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) = ∫
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ (1 − 𝑒−𝜆𝑡)

𝛼−1
∙ (𝑒−𝜆𝑡)

𝛾+𝛽−1
𝑑𝑡.

𝑥

0

 

 

No próximo tópico tem-se a exposição das expansões da função de 

distribuição de probabilidade da distribuição beta Exponencial-  

 

 

4.6.3 Expansões da função de distribuição de probabilidade da 

distribuição beta Exponencial-  

 

As expansões da função de distribuição de probabilidade da distribuição beta 

Exponencial -  podem ser encontradas a partir dos cálculos a seguir: 

 

Como (1 − 𝑒−𝜆𝑥)
𝛼−1

= ∑ (𝛼−1
𝑗

) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑒−𝑗𝜆𝑥∞
𝑗=0 , tem-se que:  

 

𝑓𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ (1 − 𝑒−𝜆𝑥)

𝛼−1
∙ (𝑒−𝜆𝑥)

𝛾+𝛽−1
 

 

𝑓𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ (𝑒−𝜆𝑥)

𝛾+𝛽−1
∙ ∑ (

𝛼 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑒−𝑗𝜆𝑥

∞

𝑗=0

 

 

𝑓𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛼 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑒−𝜆∙(𝛾+𝛽+𝑗−1)𝑥

∞

𝑗=0

. 

 
Portanto, a expansão da fdp da distribuição exponencial obtida pelo método 

gerador de classes de distribuições probabilísticas via composições de fdp, é escrita 

conforme equação abaixo: 

𝑓𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛼 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑒−𝜆∙(𝛾+𝛽+𝑗−1)𝑥

∞

𝑗=0

. 

 

O tópico seguinte trata da exposição das expansões da função de distribuição 

de acumulada da distribuição beta G- . 
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4.6.4 Expansões da função de distribuição acumulada da distribuição 

beta Exponencial-  

 

 A expansão da função de distribuição acumulada da classe beta Exponencial- 

 será obtida através do seguinte processo: 

 

Como 𝐹𝐺(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) = ∫ 𝑓𝐺(𝑡; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)𝑑𝑡
𝑥

−∞
, logo temos que: 

 

𝐹𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) = ∫ 𝑓𝐸(𝑡; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)𝑑𝑡
𝑥

0

 

 

𝐹𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) = ∫
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛼 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑒−𝜆∙(𝛾+𝛽+𝑗−1)𝑡

∞

𝑗=0

𝑑𝑡
𝑥

0

 

 

𝐹𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛼 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑒−𝜆∙(𝛾+𝛽+𝑗−1)𝑡𝑑𝑡
𝑥

0

 

 

𝐹𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) =
𝜆𝛾−1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛼 − 1

𝑗
) ∙

(−1)𝑗+1 ∙ 𝑒−𝜆∙(𝛾+𝛽+𝑗−1)𝑥

𝛾 + 𝛽 + 𝑗 − 1

∞

𝑗=0

. 

 

Portanto, a expansão da fda da distribuição acumulada proposta pelo método 

gerador de classes de distribuições probabilísticas via composições de fdp, conforme 

equação a seguir: 

 

𝐹𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) =
𝜆𝛾−1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛼 − 1

𝑗
) ∙

(−1)𝑗+1 ∙ 𝑒−𝜆∙(𝛾+𝛽+𝑗−1)𝑥

𝛾 + 𝛽 + 𝑗 − 1

∞

𝑗=0

. 

 

Agora, será apresentada a função de risco usando a distribuição beta 

Exponencial- . 

 

 

4.6.5 Função risco usando a distribuição beta Exponencial-  

 

Pode-se obter a função risco usando a distribuição beta Exponencial- :  

ℛ𝐺(𝑥) =
𝑓𝐺(𝑥)

1 − 𝐹𝐺(𝑥)
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ℛ𝐸(𝑥) =
𝑓𝐸(𝑥)

1 − 𝐹𝐸(𝑥)
 

 

ℛ𝐸(𝑥) =
𝑓𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

1 − 𝐹𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
 

 

ℛ𝐸(𝑥) =

𝜆𝛾

𝐾(𝛼,𝛽,𝜆,𝛾)
∙ ∑ (𝛼−1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑒−𝜆∙(𝛾+𝛽+𝑗−1)𝑥∞

𝑗=0

1 −
𝜆𝛾−1

𝐾(𝛼,𝛽,𝜆,𝛾)
∙ ∑ (𝛼−1

𝑗
) ∙

(−1)𝑗+1∙𝑒−𝜆∙(𝛾+𝛽+𝑗−1)𝑥

𝛾+𝛽+𝑗−1
∞
𝑗=0

. 

 

A expansão para os momentos de ordem m para a distribuição beta 

Exponencial-  será apresentada a seguir. 

 

 

4.6.6 Expansão para os momentos de ordem m para a distribuição beta 

Exponencial-  

 

Para a distribuição em estudo será introduzida a expressão dos momentos 

probabilisticamente ponderados e em seguida será visto o desenvolvimento dos 

cálculos da expansão para os momentos de ordem 𝑚. 

Como 

𝜇𝑚 = 𝐸(𝑋𝑚) = ∫ 𝑥𝑚𝑑𝐹(𝑥)
+∞

−∞

 

Logo, tem-se: 

𝜇𝑚 = ∫ 𝑥𝑚
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑥, 𝜃)

∞

𝑗=0

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝜇𝑚 =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑥, 𝜃)𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝜇𝑚 =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑥𝑚 ∙ (𝜆𝑒−𝜆𝑥)
𝛾

∙ (1 − 𝑒−𝜆𝑥)
𝛼+𝑗−1

𝑑𝑥
+∞

−∞
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𝜇𝑚 =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑥𝑚 ∙ (𝜆𝑒−𝜆𝑥)
𝛾

∙
+∞

−∞

∑ (
𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑙 ∙

∞

𝑙=0

𝑒−𝜆∙(𝛼+𝑗−𝑙−1)𝑥𝑑𝑥 

 

𝜇𝑚 =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑥𝑚 ∙ 𝑒−𝜆∙(𝛼+𝑗+𝛾−𝑙−1)𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝜇𝑚 =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

Γ (𝑚 + 1)

[𝜆 ∙ (𝛼 + 𝑗 + 𝛾 − 𝑙 − 1)]𝑚+1
 

 

𝜇𝑚 =
𝜆𝛾−𝑚−1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

Γ (𝑚 + 1)

(𝛼 + 𝑗 + 𝛾 − 𝑙 − 1)𝑚+1
. 

 

Portanto,  

𝜇𝑚 =
𝜆𝛾−𝑚−1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

Γ (𝑚 + 1)

(𝛼 + 𝑗 + 𝛾 − 𝑙 − 1)𝑚+1
. 

■ 

 

Em particular, tem-se a seguinte expansão para a média para a distribuição 

beta Exponencial- : 

 

Como 𝜇 = 𝜇1, então obtém-se: 

 

𝜇 =
𝜆𝛾−2

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

1

(𝛼 + 𝑗 + 𝛾 − 𝑙 − 1)2
. 

■ 

 

No tópico seguinte será desenvolvida a expansão para a função geradora de 

momentos para a classe beta Exponencial- . 
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4.6.7 Expansão para a função geradora de momentos para a distribuição 

beta Exponencial-  

 

A seguir é proposto o desenvolvimento dos cálculos da expansão para a 

função geradora de momentos para a para a distribuição beta Exponencial- : 

 

Como 

𝑀𝑋(𝑡) = 𝐸 (𝑒𝑡𝑋) = ∫ 𝑒𝑡𝑥𝑑𝐹(𝑥)
+∞

−∞

 

 

Tem-se 

 

𝑀𝑋(𝑡) = ∫ 𝑒𝑡𝑥
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑥, 𝜃)

∞

𝑗=0

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝑀𝑋(𝑡) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑒𝑡𝑥 ∙ (𝜆𝑒−𝜆𝑥)
𝛾

∙ (1 − 𝑒−𝜆𝑥)
𝛼+𝑗−1

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝑀𝑋(𝑡) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑒𝑡𝑥 ∙ (𝜆𝑒−𝜆𝑥)
𝛾

∙ ∑ (
𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑙 ∙

∞

𝑙=0

𝑒−𝜆∙(𝛼+𝑗−𝑙−1)𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝑀𝑋(𝑡) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑒𝑡𝑥 ∙ (𝜆𝑒−𝜆𝑥)
𝛾

∙ 𝑒−𝜆∙(𝛼+𝑗−𝑙−1)𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝑀𝑋(𝑡) =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑒𝑡𝑥 ∙ 𝑒−𝜆∙(𝛼+𝛾+𝑗−𝑙−1)𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝑀𝑋(𝑡) =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑒[𝑡−𝜆∙(𝛼+𝛾+𝑗−𝑙−1)]𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝑀𝑋(𝑡) =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

1

𝑡 − 𝜆 ∙ (𝛼 + 𝛾 + 𝑗 − 𝑙 − 1)
. 
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Portanto, 

 

𝑀𝑋(𝑡) =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

1

𝑡 − 𝜆 ∙ (𝛼 + 𝛾 + 𝑗 − 𝑙 − 1)
. 

■ 

 

A exposição da expansão para a função característica para a distribuição beta 

Exponencial-  será vista no tópico seguinte. 

 

 

4.6.8 Expansão para a função característica para a distribuição beta 

Exponencial-  

 

Agora será mostrado o desenvolvimento dos cálculos da expansão para a 

função característica para a distribuição beta Exponencial- : 

 

Como 

𝜑𝑋(𝑡) = 𝐸 (𝑒𝑖𝑡𝑋) = ∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥𝑑𝐹(𝑥)
+∞

−∞

 

Tem-se que: 

 

𝜑𝑋(𝑡) = ∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜃, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙ 𝑔𝛾(𝑥, 𝜃) ∙ 𝐺𝛼+𝑗−1(𝑥, 𝜃)

∞

𝑗=0

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝜑𝑋(𝑡) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥 ∙ (𝜆𝑒−𝜆𝑥)
𝛾

∙ (1 − 𝑒−𝜆𝑥)
𝛼+𝑗−1

𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝜑𝑋(𝑡) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥 ∙ (𝜆𝑒−𝜆𝑥)
𝛾

∙ ∑ (
𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑙 ∙

∞

𝑙=0

𝑒−𝜆∙(𝛼+𝑗−𝑙−1)𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝜑𝑋(𝑡) =
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥 ∙ (𝜆𝑒−𝜆𝑥)
𝛾

∙ 𝑒−𝜆∙(𝛼+𝑗−𝑙−1)𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞
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𝜑𝑋(𝑡) =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑒𝑖𝑡𝑥 ∙ 𝑒−𝜆∙(𝛼+𝛾+𝑗−𝑙−1)𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝜑𝑋(𝑡) =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑒[𝑖𝑡−𝜆∙(𝛼+𝛾+𝑗−𝑙−1)]𝑥𝑑𝑥
+∞

−∞

 

 

𝜑𝑋(𝑡) =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

1

𝑖𝑡 − 𝜆 ∙ (𝛼 + 𝛾 + 𝑗 − 𝑙 − 1)
. 

Portanto, 

 

𝜑𝑋(𝑡) =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

1

𝑖𝑡 − 𝜆 ∙ (𝛼 + 𝛾 + 𝑗 − 𝑙 − 1)
. 

 

 ■ 

 

A exposição da expansão dos momentos centrais de ordem m para a 

distribuição beta Exponencial-  será proposta no próximo tópico. 

 

 

4.6.9 Expansão para os momentos centrais de ordem m para a 

distribuição beta Exponencial-  

 

A seguir será visto o desenvolvimento dos cálculos da expansão para os 

momentos centrais de ordem 𝑚 para a distribuição beta Exponencial- : 

 

Como 

𝜇𝑚
′ = 𝐸[(𝑋 − 𝜇)𝑚] = ∫ (𝑥 − 𝜇)𝑚𝑑𝐹(𝑥)

+∞

−∞

 

Tem-se 

𝜇𝑚
′ = ∑ (

𝑚

𝑟
)

𝑚

𝑟=0

(−1)𝑟𝜇𝑟𝜇𝑚−𝑟 . 

Como 
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𝜇𝑚−𝑟 =
𝜆𝛾−𝑚+𝑟−1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

Γ (𝑚 − 𝑟 + 1)

(𝛼 + 𝑗 + 𝛾 − 𝑙 − 1)𝑚−𝑟+1
. 

 

Tem-se 

𝜇𝑚
′ = ∑ (

𝑚

𝑟
)

𝑚

𝑟=0

(−1)𝑟𝜇𝑟
𝜆𝛾−𝑚+𝑟−1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

Γ (𝑚 − 𝑟 + 1)

(𝛼 + 𝑗 + 𝛾 − 𝑙 − 1)𝑚−𝑟+1
. 

 

Portanto, 

 

𝜇𝑚
′ =

1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ ∑ (

𝑚

𝑟
) ∙ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑟+𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

𝑚

𝑟=0

𝜇𝑟 ∙ 𝜆𝛾−𝑚+𝑟−1 ∙ Γ (𝑚 − 𝑟 + 1)

(𝛼 + 𝑗 + 𝛾 − 𝑙 − 1)𝑚−𝑟+1
. 

 

■ 

 
Em particular, tem-se que a expansão da variância para a distribuição beta 

Exponencial -  é dada por: 

 

𝜎2 = 𝜇2
′ =

1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ ∑ (

2

𝑟
) ∙ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑟+𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

2

𝑟=0

𝜇𝑟 ∙ 𝜆𝛾+𝑟−3 ∙ Γ (3 − 𝑟)

(𝛼 + 𝑗 + 𝛾 − 𝑙 − 1)3−𝑟
. 

■ 

  

A exposição da expansão para o coeficiente geral para a distribuição beta 

Exponencial -  será trabalhada no tópico seguinte. 

 

 

4.6.10 Expansão para o coeficiente geral para a distribuição beta 

Exponencial -  

 

Em sequência será apresentado o desenvolvimento dos cálculos da expansão 

para o coeficiente geral para a distribuição beta Exponencial - : 

 

Como 𝐶𝑔(𝑚) =
𝐸[(𝑋−𝜇)𝑚]

√{𝐸[(𝑋−𝜇)2]}𝑚
=

𝐸[(𝑋−𝜇)𝑚]

𝜎𝑚 , tem-se: 
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𝐶𝑔(𝑚) =
𝜇𝑚

′

𝜎𝑚
 

Em que, 

 

𝜇𝑚
′ =

1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ ∑ (

𝑚

𝑟
) ∙ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑟+𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

𝑚

𝑟=0

𝜇𝑟 ∙ 𝜆𝛾−𝑚+𝑟−1 ∙ Γ (𝑚 − 𝑟 + 1)

(𝛼 + 𝑗 + 𝛾 − 𝑙 − 1)𝑚−𝑟+1
 

 

𝜎𝑚 = (
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ ∑ (

2

𝑟
) ∙ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑟+𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

2

𝑟=0

𝜇𝑟 ∙ 𝜆𝛾+𝑟−3 ∙ Γ (3 − 𝑟)

(𝛼 + 𝑗 + 𝛾 − 𝑙 − 1)3−𝑟
)

𝑚

2

. 

■ 

 

Em particular, como 𝐶𝑎 = 𝐶𝑔(3) tem-se que a expansão para o coeficiente 

geral para a distribuição beta Exponencial -  é dada por: 

  

𝐶𝑎 =
𝜇3

′

𝜎3
. 

 

Em que, 

 

𝜇3
′ =

1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ ∑ (

3

𝑟
) ∙ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑟+𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

3

𝑟=0

𝜇𝑟 ∙ 𝜆𝛾+𝑟−4 ∙ Γ (4 − 𝑟)

(𝛼 + 𝑗 + 𝛾 − 𝑙 − 1)4−𝑟
 

 

𝜎3 = (
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ ∑ (

2

𝑟
) ∙ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑟+𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

2

𝑟=0

𝜇𝑟 ∙ 𝜆𝛾+𝑟−3 ∙ Γ (3 − 𝑟)

(𝛼 + 𝑗 + 𝛾 − 𝑙 − 1)3−𝑟
)

3

2

. 

■ 

 
Similarmente, como 𝐶𝑐 = 𝐶𝑔(4) tem-se que a expansão para o coeficiente de 

curtose para a classe beta Exponencial - : 

 

𝐶𝑐 =
𝜇4

′

𝜎4
. 

 

Em que, 
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𝜇4
′ =

1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ ∑ (

4

𝑟
) ∙ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑟+𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

4

𝑟=0

𝜇𝑟 ∙ 𝜆𝛾−5+𝑟 ∙ Γ (5 − 𝑟)

(𝛼 + 𝑗 + 𝛾 − 𝑙 − 1)5−𝑟
 

 

𝜎4 = (
1

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∑ ∑ ∑ (

2

𝑟
) ∙ (

𝛽 − 1

𝑗
) ∙ (

𝛼 + 𝑗 − 1

𝑙
) ∙ (−1)𝑟+𝑗+𝑙

∞

𝑙=0

∙

∞

𝑗=0

2

𝑟=0

𝜇𝑟 ∙ 𝜆𝛾+𝑟−3 ∙ Γ (3 − 𝑟)

(𝛼 + 𝑗 + 𝛾 − 𝑙 − 1)3−𝑟
)

2

. 

■ 

 

 

As derivadas da função log-verossimilhança em relação aos parâmetros para 

a distribuiçao beta Exponencial -  serão apresentadas no próximo tópico. 

 

 

4.6.11 Derivadas da função log-verossimilhança em relação aos 

parâmetros para a distribuição beta Exponencial -  

 

A seguir, os cálculos do desenvolvimento das derivadas função log-

verossimilhança em relação aos parâmetros para a distribuição beta Exponencial -  

serão apresentados.  

Como 

∑ 𝑙𝑜𝑔 𝑓𝐸(𝑥𝑖; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

𝑛

𝑖=1

= ∑ 𝑙𝑜𝑔 (
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ (1 − 𝑒−𝜆𝑥𝑖)

𝛼−1
∙ (𝑒−𝜆𝑥𝑖)

𝛾+𝛽−1
)

𝑛

𝑖=1

= 

 

= 𝑛𝛾𝑙𝑜𝑔 𝜆 − 𝑛𝑙𝑜𝑔 𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) + (𝛼 − 1) ∑ 𝑙𝑜𝑔 (1 − 𝑒−𝜆𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

− 𝜆(𝛾 + 𝛽 − 1) ∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 
Logo, tem-se: 

 

∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓𝐸(𝑥𝑖; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

𝜕𝛼

𝑛

𝑖=1

= −𝑛
𝜕𝑙𝑜𝑔 𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

𝜕𝛼
+ ∑ 𝑙𝑜𝑔 (1 − 𝑒−𝜆𝑥𝑖)

𝑛

𝑖=1

 

 

∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓𝐸(𝑥𝑖; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

𝜕𝛽

𝑛

𝑖=1

= −𝑛
𝜕𝑙𝑜𝑔 𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

𝜕𝛽
− 𝜆 ∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1
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∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓𝐸(𝑥𝑖; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

𝜕𝜆

𝑛

𝑖=1

=
𝑛𝛾

𝜆
− 𝑛

𝜕𝑙𝑜𝑔 𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

𝜕𝜆
+ (𝛼 − 1) ∑

𝜆𝑒−𝜆𝑥𝑖

1 − 𝑒−𝜆𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

− (𝛾 + 𝛽 − 1) ∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 

∑
𝜕𝑙𝑜𝑔𝑓𝐸(𝑥𝑖; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

𝜕𝛾

𝑛

𝑖=1

= 𝑛𝐿𝑜𝑔 𝜆 − 𝑛
𝜕𝑙𝑜𝑔 𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

𝜕𝛾
− 𝜆 ∑ 𝑥𝑖

𝑛

𝑖=1

. 

■ 

 

No tópico 4.6.12 a entropia proposta neste trabalho será apresentada usando 

para a distribuição beta Exponencial - . 

 

 

4.6.12 Entropia de Rényi usando a distribuição beta Exponencial -  

 

A seguir, tem-se o desenvolvimento dos cálculos da expansão da entropia 

para a distribuição beta Exponencial - , usando a entropia de Rényi: 

ℒ𝑅(𝜂) =
1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∫ 𝑓𝜂−1

+∞

−∞

(𝑥)𝑑𝐹(𝑥)) 

 

ℒ𝑅(𝜂) =
1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∫ (

𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ (1 − 𝑒−𝜆𝑥)

𝛼−1
∙ (𝑒−𝜆𝑥)

𝛾+𝛽−1
)

𝜂+∞

0

𝑑𝑥) 

 

ℒ𝑅(𝜂) =
1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (

𝜆𝜂𝛾

𝐾𝜂(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ ∫ ((1 − 𝑒−𝜆𝑥)

𝛼−1
∙ (𝑒−𝜆𝑥)

𝛾+𝛽−1
)

𝜂+∞

0

𝑑𝑥) 

 

ℒ𝑅(𝜂) =
𝜂𝛾𝑙𝑜𝑔𝜆 − 𝜂𝑙𝑜𝑔𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

1 − 𝜂
+

1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∫ ((1 − 𝑒−𝜆𝑥)

𝛼−1
∙ (𝑒−𝜆𝑥)

𝛾+𝛽−1
)

𝜂+∞

0

𝑑𝑥) 

 

ℒ𝑅(𝜂) =
𝜂𝛾𝑙𝑜𝑔𝜆 − 𝜂𝑙𝑜𝑔𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

1 − 𝜂
+

1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∫ (1 − 𝑒−𝜆𝑥)

𝜂𝛼−𝜂
∙ (𝑒−𝜆𝑥)

𝜂𝛾+𝜂𝛽−𝜂
+∞

0

𝑑𝑥) 

 

ℒ𝑅(𝜂) =
𝜂𝛾𝑙𝑜𝑔𝜆 − 𝜂𝑙𝑜𝑔𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

1 − 𝜂
+

1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∫ ∑ (

𝜂𝛼 − 𝜂

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

𝑒−𝜆∙𝑗∙𝑥 ∙ (𝑒−𝜆𝑥)
𝜂𝛾+𝜂𝛽−𝜂

+∞

0

𝑑𝑥) 
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ℒ𝑅(𝜂) =
𝜂𝛾𝑙𝑜𝑔𝜆 − 𝜂𝑙𝑜𝑔𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

1 − 𝜂
+

1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∫ ∑ (

𝜂𝛼 − 𝜂

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

𝑒−𝜆∙𝜂∙(𝛾+𝛽+𝑗−1)∙𝑥
+∞

0

𝑑𝑥) 

 

ℒ𝑅(𝜂) =
𝜂𝛾𝑙𝑜𝑔𝜆 − 𝜂𝑙𝑜𝑔𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

1 − 𝜂
+

1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∑ (

𝜂𝛼 − 𝜂

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

∫ 𝑒−𝜆∙𝜂∙(𝛾+𝛽+𝑗−1)∙𝑥
+∞

0

𝑑𝑥) 

 

ℒ𝑅(𝜂) =
𝜂𝛾𝑙𝑜𝑔𝜆 − 𝜂𝑙𝑜𝑔𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

1 − 𝜂
+

1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∑ (

𝜂𝛼 − 𝜂

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

1

𝜆 ∙ 𝜂 ∙ (𝛾 + 𝛽 + 𝑗 − 1)
). 

 

Portanto, 

 

ℒ𝑅(𝜂) =
𝜂𝛾𝑙𝑜𝑔𝜆 − 𝜂𝑙𝑜𝑔𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)

1 − 𝜂
+

1

1 − 𝜂
𝑙𝑜𝑔 (∑ (

𝜂𝛼 − 𝜂

𝑗
) ∙ (−1)𝑗 ∙

∞

𝑗=0

1

𝜆 ∙ 𝜂 ∙ (𝛾 + 𝛽 + 𝑗 − 1)
). 

■ 

 

No próximo tópico será vista uma aplicação em dados simulados utilizando a 

distribuição seno - Gama, Beta. 

 

 

4.5.13 Aplicação em dados simulados da distribuição beta Exponencial- 

 através de gráficos para alguns valores dos parâmetros 

 

A seguir percebe-se que na tabela 4.6 apresenta-se o AIC entre a distribuição 

Gama e a distribuição beta Exponencial-  em que foram gerados valores a partir da 

Gama (2,1) contaminados por N (5,1), valores para simulação, em que os dados 

com essas informações estão contidos nos códigos que geraram os gráficos no 

Apêndice N. O método de otimização aqui utilizado foi o Algoritmo Genético em que 

foram solicitadas os seguintes números: 

Simulações: 100 

População: 10 

Crossover: 80% 

Mutação: 30%  
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Função de fitness:  χ2 = ∑
(𝑦𝑖−𝑓(𝑥𝑖;𝜽))

2

𝑓(𝑥𝑖;𝜽)

𝑛
𝑖=1 , em que  𝑓(𝑥𝑖; 𝜽) é a densidade sob 

estimação e 𝜽 é o vetor paramétrico. 

 

Tabela 4.6 – AIC para escolha de distribuição a partir de dados simulados 

Modelo 𝛼 𝛽 𝜆 𝛾 AIC 

Gama 3,5868 0,4470 - - 240,0729 

Beta - Exponencial 4,8847 0,4180 0,2613 1,8340 235,8027 

Fonte: autoria própria a partir do software R 

 

Assim, a distribuição Beta-Exponencial é melhor pelo critério do menor AIC. 

Vale ressaltar que o modelo funcional da fdp da distribuição beta Exponencial-  

utilizado deu-se a partir de: 

𝑓𝐸(𝑥; 𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) =
𝜆𝛾

𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾)
∙ (1 − 𝑒−𝜆𝑥)

𝛼−1
∙ (𝑒−𝜆𝑥)

𝛾+𝛽−1
 

em que 𝐾(𝛼, 𝛽, 𝜆, 𝛾) = ∫ 𝜆𝛾(𝑒−𝜆𝑥)
𝛾+𝛽−1+∞

0
∙ (1 − 𝑒−𝜆𝑥)

𝛼−1
𝑑𝑥. 

A seguir, tem-se a figura 11 em que são apresentados os gráficos da 

distribuição Gama e da distribuição Beta Exponencial, juntamente com o histograma, 

confirmando que a distribuição Beta Exponencial que obteve o melho AIC é a que 

melhor modela os dados simulados aqui propostos. 

 

Figura 11: Gráfico comparativo entre as distribuições (autoria própria) 

Na figura 11 tem-se o histograma e os gráficos das distribuições Gama e a 

distribuição proposta Beta Exponencial. 
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Apesar das diversas propostas de generalizações e extensões, como as 

encontradas nos trabalhos de Mudholkar et al (1995), Gupta e Kundu (1999), 

Nadarajah (2011), Adamski, Human e Bekker (2012), Nadarajah e Kotz (2006a), 

Tahir e Nadarajah (2015), McDonald (1984), Cordeiro e Castro (2011), Marshall e 

Olkin (1997), Jayakumar e Mathew (2008), Zografos (2008), Zografos e Balakrishnan 

(2009), Kundu, Jamlizadeh e Silva (2013) e Silva (2013), Pescim et al 2012), Eugene 

et al (2002), Mudholkar et al (1995), Brito (2014), entre outros, aqui, foi proposta uma 

que difere das demais, quando há geração de distribuições  e classes de 

distribuições a partir da fdp.  

Após apresentar as aplicações das distribuições aqui propostas, A seguir, 

tem-se o capítulo 5 que está dedicado às conclusões deste trabalho, bem como a 

apresentação de contribuições e possibilidades de trabalhos futuros, apontando 

assim relevância para comunidade na área estatística e científica.   
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5. Conclusões 
 

 

Observou-se que dois métodos geradores de distribuições e classes de 

distribuições foram produzidos, em que o primeiro deles teve como base duas 

proposições que demonstram esses métodos utilizando composições de funções de 

distribuições acumuladas – fda’s com misturas de baselines a partir da construção 

de funções de ligações monotônicas obtendo o tipo 1 e o tipo 2 - MGM-fda 1 e MGM 

fda 2. De igual modo, mais duas proposições foram apresentadas para criação dos 

métodos geradores de classes de distribuições probabilísticas via composições de 

funções de distribuições de probabilidades – fdp’s a partir da construção de funções 

bijetoras de ligações com misturas de baselines obtendo-se os tipos 1 e 2, sendo 

denominados de MGM-fdp 1 e MGM-fdp 2. 

Dada as condições impostas para criação dos métodos, nota-se a 

generalização de distribuições e classes de distribuições já existentes na literatura e, 

também da formação de classes e distribuições probabilísticas inéditas que poderão 

ser encontradas ao fazer uso dos subcasos apresentados a partir da escolha de 

alguns valores, pares de funções e derivadas que servem para alimentar as devidas 

expressões matemáticas formando os métodos construtores de distribuições com 

seus respectivos suportes. 

Os resultados podem demonstrar que as novas distribuições são apropriadas 

para aplicações em dados simulados, similarmente a primeira também é apropriada 

para dados reais. Dessa forma, tem-se que os modelos propostos para gerar classes 

e, consequentemente distribuições trazem importantes contribuições na área da 

probabilidade, cabendo mais investigações em outros fenômenos reais, inclusive nas 

Ciências Agrárias. 

Pode-se perceber que este método gera uma quantidade enumerável de 

funções geradoras de classes de distribuições, podendo ser observados na lista 

proposta nas tabelas – que são apenas algumas propostas, e por consequência, o 

mesmo para modelos probabilísticos, que podem ser aplicados em trabalhos futuros 

das mais diversas áreas.  

Neste trabalho foram utilizados apenas alguns casos particulares que seriam 

convenientes. Assim, acrescenta-se que não se esgotam as possibilidades de 
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resultados que podem ser obtidos, deixando como continuação a ampliação de 

novas distribuições e, de aplicações nos mais variados campos do conhecimento. 

Como possíveis contribuições, tem-se algumas listas de subcasos do método 

gerador que servem para desenvolver outras distribuições de probabilidades, além 

disso, é apresentado o método via fdp de forma inédita como gerador de 

distribuições, também com alguns subcasos desse método. Ainda pode-se contar 

com a criação da classe seno - G1, G2 e sua aplicação que gera, entre outras, a 

distribuição seno - Gama, Beta e, de forma similar, tem-se a criação da classe beta 

G-   e a distribuição beta Exponencial- . 

Como trabalho futuro, é possível desenvolver outras classes distribuições de 

probabilidades e distribuições de probabilidades com suas propriedades a partir dos 

subcasos já propostos, para realização de pesquisas com aplicações nas mais 

diversas áreas do conhecimento. 
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APÊNDICE 

 

Apêndice A: Gráficos das fda’s para a classe seno – G1, G2 

 

 As figuras foram obtidas por 𝑭𝑮𝟏,𝑮𝟐
(𝒙) = 𝑺𝒆𝒏 [

𝝅(𝟏−𝜽)𝑮𝟏(𝒙)+𝝅𝜽

𝟐
] − 𝑺𝒆𝒏 [

𝝅𝜽(𝟏−𝑮𝟐(𝒙))

𝟐
]  

 As figuras referentes a este apêndice estão no corpo da tese. 

  



184 

 

Apêndice B: Gráficos das fda’s para a classe seno – G1, G2 

 

 As figuras obtidas a seguir foram dadas por 𝑭𝑮𝟏,𝑮𝟐
(𝒙) = 𝑺𝒆𝒏 [

𝝅(𝟏−𝜽)𝑮𝟏(𝒙)+𝝅𝜽

𝟐
] −

𝑺𝒆𝒏 [
𝝅𝜽(𝟏−𝑮𝟐(𝒙))

𝟐
] 

 

                   

Figura B1 – fda para = 0.2                        Figura B2 – fda para = 0.4 
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Figura B3 – fda para = 0.5                        Figura B4 – fda para = 0.6 
 

 
Figura B5 – fda para = 0.8                         
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Apêndice C: Gráficos das fda’s para a classe seno – G1, G2 

 

 As figuras obtidas a seguir foram dadas por 𝑭𝑮𝟏,𝑮𝟐
(𝒙) = 𝑺𝒆𝒏 [

𝝅(𝟏−𝜽)𝑮𝟏(𝒙)+𝝅𝜽

𝟐
] −

𝑺𝒆𝒏 [
𝝅𝜽(𝟏−𝑮𝟐(𝒙))

𝟐
]  

 

             

Figura C1 – fda para = 0.2                        Figura C2 – fda para = 0.4 
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Figura C3 – fda para = 0.5                        Figura C4 – fda para = 0.6 

 

 
Figura C5 – fda para = 0.8        
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Apêndice D: Gráficos das fda’s para a classe seno – G1, G2 

 

 As figuras foram obtidas por 𝑭𝑮𝟏,𝑮𝟐
(𝒙) = 𝑺𝒆𝒏 [

𝝅(𝟏−𝜽)𝑮𝟏(𝒙)+𝝅𝜽

𝟐
] − 𝑺𝒆𝒏 [

𝝅𝜽(𝟏−𝑮𝟐(𝒙))

𝟐
] 

 
 As figuras referentes a este apêndice estão no corpo da tese. 
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Apêndice E: Gráficos das fda’s para a classe seno – G1, G2 

 

 As figuras obtidas a seguir foram dadas por 𝑭𝑮𝟏,𝑮𝟐
(𝒙) = 𝑺𝒆𝒏 [

𝝅(𝟏−𝜽)𝑮𝟏(𝒙)+𝝅𝜽

𝟐
] −

𝑺𝒆𝒏 [
𝝅𝜽(𝟏−𝑮𝟐(𝒙))

𝟐
] 

 

            

Figura E1 – fda para = 0.2                        Figura E2 – fda para = 0.4 
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Figura E3 – fda para = 0.5                        Figura E4 – fda para = 0.6 

 

 
Figura E5 – fda para = 0.8                   
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Apêndice F: Gráficos das fda’s para a classe seno – G1, G2 

 

 As figuras obtidas a seguir foram dadas por 𝑭𝑮𝟏,𝑮𝟐
(𝒙) = 𝑺𝒆𝒏 [

𝝅(𝟏−𝜽)𝑮𝟏(𝒙)+𝝅𝜽

𝟐
] −

𝑺𝒆𝒏 [
𝝅𝜽(𝟏−𝑮𝟐(𝒙))

𝟐
] 

 

            

Figura F1 – fda para = 0.2                        Figura F2 – fda para = 0.4 
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Figura F3 – fda para = 0.5                        Figura F4 – fda para = 0.6 

 

 
Figura F5 – fda para = 0.8                         
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Apêndice G: Gráficos das fdp’s para a classe seno – G1, G2 

 

 As figuras foram obtidas por 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1−𝜃)𝑔1(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] +

𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
] 

 

As figuras deste apêndice estão contidas no texto da tese 
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Apêndice H: Gráficos das fdp’s para a classe seno – G1, G2 

 

 As figuras obtidas a seguir foram dadas por 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1−𝜃)𝑔1(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] +

𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
] 

 

 

Figura H1 – fdp para = 0.2 

 

Figura H2 – fdp para = 0.4 
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Figura H3 – fdp para = 0.5 

 

Figura H4 – fdp para = 0.6 
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Figura H5 – fdp para = 0.8 
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Apêndice I: Gráficos das fdp’s para a classe seno – G1, G2 

 

 As figuras obtidas a seguir foram dadas por 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1−𝜃)𝑔1(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] +

𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
] 

 

 

Figura I1 – fdp para = 0.2 

 

Figura I2 – fdp para = 0.4 
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Figura I3 – fdp para = 0.5 

 

Figura I4 – fdp para = 0.6 
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Figura I5 – fdp para = 0.8 
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Apêndice J: Gráficos das fdp’s para a classe seno – G1, G2 

 

 As figuras foram obtidas por 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1−𝜃)𝑔1(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] +

𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
] 

 

 As figuras referentes a este apêndice estão no corpo da tese. 
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Apêndice K: Gráficos das fdp’s para a classe seno – G1, G2 

 

 As figuras obtidas a seguir foram dadas por 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1−𝜃)𝑔1(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] +

𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
] 

 

 

Figura K1 – fdp para = 0.2 

 

Figura K2 – fdp para = 0.4 
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Figura K3 – fdp para = 0.5 

 

Figura K4 – fdp para = 0.6 



203 

 

 
Figura K5 – fdp para = 0.8 
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Apêndice L: Gráficos das fdp’s para a classe seno – G1, G2 

 

 As figuras obtidas a seguir foram dadas por 𝑓𝐺1,𝐺2
(𝑥) =

𝜋(1−𝜃)𝑔1(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋(1−𝜃)𝐺1(𝑥)+𝜋𝜃

2
] +

𝜋𝜃𝑔2(𝑥)

2
𝐶𝑜𝑠 [

𝜋𝜃(1−𝐺2(𝑥))

2
] 

 

 

Figura L1 – fdp para = 0.2 

 

Figura L2 – fdp para = 0.4 
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Figura L3 – fdp para = 0.5 

 

Figura L4 – fdp para = 0.6 
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Figura L5 – fdp para = 0.8 
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Apêndice M: Gráficos das fdp’s para a classe beta G-  

 As figuras obtidas a seguir foram geradas a partir da seguinte expressão: 

𝐹𝐺 (𝑥; 𝛼, 𝛽, θ
~

, 𝛾) = ∫
𝑔𝛾 (𝑥, θ

~
)

𝐾 (𝛼, 𝛽, θ
~

, 𝛾)
∙ 𝐺𝛼−1 (𝑡, θ

~
) ∙ (1 − 𝐺 (𝑡, θ

~
))

𝛽−1

𝑑𝑡
𝑥

−∞

 

 

𝑓𝐺1 ,𝐺2
(𝑥) =

1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ 𝑓𝛿 (𝐶(𝐺1(𝑥))) ∙ [(𝐶(𝐺1(𝑥)))

′

]
𝛾

+
1

𝑘
∙ 𝐹𝜆 (𝐷(𝐺2(𝑥)))

∙ 𝑓𝛿 (𝐷(𝐺2(𝑥))) ∙ [(−𝐷(𝐺2(𝑥)))
′

]
𝛾

 

 

Em que adotaram-se os valores para 𝛼 = 0.5,   𝛼 = 2.0 e 𝛼 = 5.0, 𝛽 =  0.5 e 𝛾 = 0.0, 

𝛾 = 1.0, 𝛾 = 2.0. 

 

  
Figura M1 – gráficos da fdp da classe beta Gama -  

 
 



208 

 

 

Figura M2 – gráficos da fdp da classe beta Exponencial -  

 

 
Figura M3 – gráficos da fdp da classe beta Cauchy -  

 

 As figuras M4 e M5 referentes a este apêndice estão no corpo da tese. 
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Apêndice N: Códigos do R para construção de gráficos e tabelas  

 

CÓDIGO PARA AS DENSIDADES ACUMULADAS DA CLASSE SENO 
############# FDA - Classe Seno 
 
fdpplot = function(ng1, ng2, th){ 
  if(ng1 == 'uniforme'){ 
    G1 = punif(x) 
  } else if(ng1 == 'normal'){ 
    G1 = pnorm(x) 
  } else if(ng1 == 'beta'){ 
    G1 = pbeta(x, 2, 2) 
  } else if(ng1 == 'gama'){ 
    G1 = pgamma(x, 2, 2) 
  } else if(ng1 == 'exponencial'){ 
    G1 = pexp(x) 
  } else if(ng1 == 'cauchy'){ 
    G1 = pcauchy(x) 
  } 
   
  if(ng2 == 'uniforme'){ 
    G2 = punif(x) 
  } else if(ng2 == 'normal'){ 
    G2 = pnorm(x) 
  } else if(ng2 == 'beta'){ 
    G2 = pbeta(x, 2, 2) 
  } else if(ng2 == 'gama'){ 
    G2 = pgamma(x, 2, 2) 
  } else if(ng2 == 'exponencial'){ 
    G2 = pexp(x) 
  } else if(ng2 == 'cauchy'){ 
    G2 = pcauchy(x) 
  } 
   
  z = rep(0, N) 
   
  for(i in 1:N){ 
      n1 = pi*(1-th)*G1[i] + pi*th 
      n2 = pi*th*(1-G2[i]) 
      z[i] = sin(n1/2) - sin(n2/2) 
  } 
   
 
  list(x = x, G1 = G1, G2 = G2, z = z, ng1 = ng1, ng2 = ng2, th = th) 
} 
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library(ggplot2) 
library(dplyr) 
N = 2000 
x = seq(-3, 5, l = N) 
df = data.frame(x=x) 
 
 
distrib = c('uniforme','normal', 'exponencial', 'beta', 'gama', 'cauchy') 
theta = c(0.2, 0.4, 0.5, 0.6, 0.8) 
 
for(k in 1:5){ 
  for(i in 1:6){ 
    for(j in 1:6){ 
      fdp = fdpplot(distrib[i], distrib[j], theta[k]) 
      assign(paste0('z_', distrib[i], '_', distrib[j], '_', theta[k]), fdp$z) 
      df[[paste0('z_', distrib[i], '_', distrib[j], '_', theta[k]) ]] = fdp$z 
    } 
  } 
} 
 
# Gráficos - fda 
 
 
p = df %>%  
  ggplot() + 
  geom_line(aes(x=x, y=z_uniforme_uniforme_0.8, colour="(uniforme, uniforme, 
0.8)"), size=1.2) +  
  geom_line(aes(x=x, y=z_uniforme_normal_0.8, colour="(uniforme, normal, 0.8)"), 
size=1.2) +  
  geom_line(aes(x=x, y=z_uniforme_exponencial_0.8, colour="(uniforme, 
exponencial, 0.8)"), size=1.2) +  
  geom_line(aes(x=x, y=z_uniforme_beta_0.8, colour="(uniforme, beta, 0.8)"), 
size=1.2) +  
  geom_line(aes(x=x, y=z_uniforme_gama_0.8, colour="(uniforme, gama, 0.8)"), 
size=1.2) +  
  geom_line(aes(x=x, y=z_uniforme_cauchy_0.8, colour="(uniforme, cauchy, 0.8)"), 
size=1.2) +  
  labs(x = 'x', y = expression(F(G[1](x), G[2](x)))) + 
  scale_color_manual(name = expression(paste('(', G[1],', ', G[2],', ', theta, ')')),  
                     values = c( 
                       "(uniforme, uniforme, 0.8)" = "black", 
                       "(uniforme, normal, 0.8)" = "cyan", 
                       "(uniforme, exponencial, 0.8)" = "darkblue",  
                       "(uniforme, beta, 0.8)" = "red",  
                       "(uniforme, gama, 0.8)" = "purple",  
                       "(uniforme, cauchy, 0.8)" = "green" 
                     )) + 
  theme_bw() 
p 
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CÓDIGO PARA AS DENSIDADES DE PROBABILIDADE DA CLASSE SENO 
 
############# FDP - Classe Seno 
 
 
fdpplot = function(ng1, ng2, th){ 
  if(ng1 == 'uniforme'){ 
    G1 = punif(x) 
    g1 = dunif(x) 
  } else if(ng1 == 'normal'){ 
    G1 = pnorm(x) 
    g1 = dnorm(x) 
  } else if(ng1 == 'beta'){ 
    G1 = pbeta(x, 2, 2) 
    g1 = dbeta(x, 2, 2) 
  } else if(ng1 == 'gama'){ 
    G1 = pgamma(x, 2, 2) 
    g1 = dgamma(x, 2, 2) 
  } else if(ng1 == 'exponencial'){ 
    G1 = pexp(x) 
    g1 = dexp(x) 
  } else if(ng1 == 'cauchy'){ 
    G1 = pcauchy(x) 
    g1 = dcauchy(x) 
  } 
   
  if(ng2 == 'uniforme'){ 
    G2 = punif(x) 
    g2 = dunif(x) 
  } else if(ng2 == 'normal'){ 
    G2 = pnorm(x) 
    g2 = dnorm(x) 
  } else if(ng2 == 'beta'){ 
    G2 = pbeta(x, 2, 2) 
    g2 = dbeta(x, 2, 2) 
  } else if(ng2 == 'gama'){ 
    G2 = pgamma(x, 2, 2) 
    g2 = dgamma(x, 2, 2) 
  } else if(ng2 == 'exponencial'){ 
    G2 = pexp(x) 
    g2 = dexp(x) 
  } else if(ng2 == 'cauchy'){ 
    G2 = pcauchy(x) 
    g2 = dcauchy(x) 
  } 
   
  z = rep(0, N) 
   
  for(i in 1:N){ 
    m1 = pi*(1-th)*g1[i]/2 
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    m2 = pi*th*g2[i]/2 
    n1 = pi*(1-th)*G1[i] + pi*th 
    n2 = pi*th*(1-G2[i]) 
    z[i] = m1*cos(n1/2) + m2*cos(n2/2) 
  } 
   
 
  list(x = x, G1 = G1, G2 = G2, z = z, ng1 = ng1, ng2 = ng2, th = th) 
} 
 
 
N = 2000 
x = seq(-3, 5, l = N) 
df = data.frame(x=x) 
 
 
distrib = c('uniforme','normal', 'exponencial', 'beta', 'gama', 'cauchy') 
theta = c(0.2, 0.4, 0.5, 0.6, 0.8) 
 
for(k in 1:5){ 
  for(i in 1:6){ 
    for(j in 1:6){ 
      fdp = fdpplot(distrib[i], distrib[j], theta[k]) 
      assign(paste0('z_', distrib[i], '_', distrib[j], '_', theta[k]), fdp$z) 
      df[[paste0('z_', distrib[i], '_', distrib[j], '_', theta[k]) ]] = fdp$z 
    } 
  } 
} 
 
# Gráficos - fdp 
 
p = df %>%  
  ggplot() + 
  geom_line(aes(x=x, y=z_uniforme_uniforme_0.8, colour="(uniforme, uniforme, 
0.8)"), size=1.2, linetype = "longdash") +  
  geom_line(aes(x=x, y=z_uniforme_normal_0.8, colour="(uniforme, normal, 0.8)"), 
size=1.2) +  
  geom_line(aes(x=x, y=z_uniforme_exponencial_0.8, colour="(uniforme, 
exponencial, 0.8)"), size=1.2, linetype = "dashed") +   
  geom_line(aes(x=x, y=z_uniforme_beta_0.8, colour="(uniforme, beta, 0.8)"), 
size=1.2, linetype = "twodash") +  
  geom_line(aes(x=x, y=z_uniforme_gama_0.8, colour="(uniforme, gama, 0.8)"), 
size=1.2, linetype = "dotdash") +  
  geom_line(aes(x=x, y=z_uniforme_cauchy_0.8, colour="(uniforme, cauchy, 0.8)"), 
size=1.2) +  
  labs(x = 'x', y = expression(f(G[1](x), G[2](x)))) + 
  scale_color_manual(name = expression(paste('(', G[1],', ', G[2],', ', theta, ')')),  
                     values = c( 
                       "black", 
                       "cyan", 
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                       "darkblue",  
                       "red",  
                       "purple",  
                       "green" 
                     )) +  
  theme_bw() 
p 
 
CÓDIGO PARA A SIMULAÇÃO BOOTSTRAP 
 
######## Simulação bootstrap 
 
library(tidyverse) 
 
n = 10000 
aa = 0 
bb = 1 
x = rnorm(n, aa, bb) 
 
th = 0.3 
a = 1; b = 1 
c = 3; d = 4 
 
dens_beta_beta = function(x, th, a, b, c, d){ 
  g1 = dbeta(x, a, b) 
  G1 = pbeta(x, a, b) 
  g2 = dbeta(x, c, d) 
  G2 = pbeta(x, c, d) 
   
  m1 = pi*(1-th)*g1/2 
  m2 = pi*th*g2/2 
  n1 = (pi*(1-th)*G1 + pi*th)/2 
  n2 = pi*th*(1-G2)/2 
  p = m1*cos(n1) + m2*cos(n2) 
}  
 
p = dens_beta_beta(x, th, a, b, c, d) 
w = p/sum(p) 
 
xn = sample(x, replace = T, prob = w) 
 
xn %>% 
  as.tibble() %>% 
  mutate(x = value) %>%  
  ggplot(aes(x=x)) + 
  geom_histogram(aes(y=..density..), bins = 15, 
                 colour="black", fill="blue", 
                 alpha = 0.2) + 
  stat_function(fun = ~dens_beta_beta(.x, th, a, b, c, d), 
                geom = "area", alpha = 0.2, fill = 'red') + 
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  labs(x = 'x', y = expression(f(G[1](x), G[2](x)))) +  
  theme_bw() 
 
x.n %>% as.data.frame() %>% 
  summarise(Média = mean(x.n), 
            DP = sd(x.n), 
            Q1 = quantile(x.n, 0.25), 
            MD = quantile(x.n, 0.50), 
            Q3 = quantile(x.n, 0.75), 
            Min = min(x.n), 
            Máx = max(x.n)) %>% 
  mutate(across(everything(), round, 3)) 
 
ARQUIVO PARA VARICELA  (ANEXO A) 
######### Dados para a EMV 
 
ChickenPox = c(0.956, 0.927, 1.585, 1.536, 1.448, 1.272, 0.303,  
0.068, 0.062, 0.116, 0.275, 0.565, 0.922, 0.928, 0.925, 1.121,  
1.282, 1.142, 0.411, 0.114, 0.082, 0.22, 0.646, 1.069, 1.32,  
1.473, 2.305, 2.094, 1.694, 1.043, 0.39, 0.127, 0.056, 0.148, 
 0.426, 0.89, 1.5, 1.442, 1.799, 1.556, 1.926, 1.635, 0.379, 
 0.09, 0.068, 0.21, 0.667, 0.905, 1.124, 1.192, 1.85, 1.941,  
 1.505, 1.016, 0.429, 0.058, 0.078, 0.251, 0.605, 0.817, 0.97,  
 0.86, 0.977, 1.143, 0.92, 0.94, 0.426, 0.193, 0.099, 0.186,  
 0.525, 1.085, 1.22, 1.157, 1.974, 2.301, 2.277, 1.746, 0.413, 
 0.129, 0.078, 0.16, 0.448, 0.82, 1.154, 1.277, 1.841, 1.981, 
 1.304, 1.288, 0.387, 0.114, 0.097, 0.278, 0.604, 0.787, 1.01, 
 0.968, 1.195, 1.2, 1.218, 1.183, 0.334, 0.145, 0.066, 0.252, 
 0.536, 0.996, 1.624, 1.626, 1.603, 1.74, 1.9, 1.424, 0.711,  
 0.191, 0.135, 0.302, 0.612, 1.178, 1.409, 1.218, 1.543, 1.477, 
 0.987, 0.935, 0.495, 0.126, 0.109, 0.197, 0.397, 0.88, 1.097, 
 1.164, 1.652, 1.8, 1.941, 1.419, 0.444, 0.136, 0.07, 0.171,  
 0.424, 0.66, 1.05, 1.177, 1.559, 1.513, 1.371, 1.042, 0.205,  
 0.067, 0.083, 0.143, 0.469, 0.611, 0.745, 1.039, 1.389, 1.284, 
 1.288, 0.871, 0.299, 0.087, 0.089, 0.155, 0.446, 0.749, 1.037, 
 1.08, 1.289, 1.211, 1.076, 1.08, 0.372, 0.132, 0.078, 0.133, 
 0.203, 0.214, 0.347, 0.407, 0.78, 1.182, 1.082, 0.899, 0.479,  
 0.123, 0.086, 0.18, 0.326, 0.695, 1.235, 1.399, 1.854, 2.406,  
 2.026, 1.378, 0.522, 0.136, 0.076, 0.109, 0.259, 0.521, 0.996, 
 1.174, 1.751, 1.554, 1.428, 1.308, 0.438, 0.15, 0.088, 0.151,  
 0.395, 0.781, 1.389, 2.059, 3.058, 2.589, 1.488, 1.048, 0.253, 
 0.082, 0.079, 0.125, 0.226, 0.47, 0.936, 1.026, 1.244, 0.935,  
 1.079, 0.884, 0.349, 0.144, 0.079, 0.26, 0.445, 0.592, 1.427,  
 1.545, 1.951, 2.2, 1.964, 1.284, 0.523, 0.142, 0.093, 0.148,  
 0.198, 0.374, 0.915, 0.963, 1.154, 1.393, 1.227, 1.158, 0.478, 
 0.084, 0.044, 0.113, 0.331, 1.052, 1.747, 1.796, 2.625, 2.411,  
 1.877, 1.052, 0.543, 0.11, 0.067, 0.124, 0.16, 0.43, 0.726,  
 1.101, 1.769, 1.599, 1.035, 0.988, 0.424, 0.147, 0.076, 0.105, 
 0.281, 0.524, 1.044, 1.247, 2.023, 1.903, 1.653, 1.247, 0.372, 
 0.107, 0.075, 0.094, 0.224, 0.487, 0.989, 1.639, 1.991, 1.905, 
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 1.846, 1.381, 0.451, 0.176, 0.083, 0.15, 0.272, 0.55, 0.798,  
 0.902, 1.316, 1.443, 1.102, 0.705, 0.272, 0.119, 0.106, 0.072, 
 0.115, 0.337, 0.677, 0.885, 1.142, 1.59, 1.355, 1.198, 0.565,  
 0.136, 0.089, 0.115, 0.174, 0.477, 0.741, 1.034, 1.401, 1.316, 
 1.056, 0.882, 0.506, 0.136, 0.08, 0.062, 0.149, 0.368, 0.683,  
 0.993, 1.205, 1.485, 1.349, 1.067, 0.369, 0.173, 0.095, 0.113, 
 0.175, 0.335, 0.619, 0.691, 1.022, 0.858, 0.953, 0.913, 0.332,  
 0.127, 0.082, 0.062, 0.147, 0.384, 0.711, 0.928, 1.152, 1.134,  
 1.277, 0.961, 0.509, 0.173, 0.17, 0.193, 0.29, 0.415, 0.707, 0.724, 
 1.105, 1.065, 0.938, 0.755, 0.442, 0.17, 0.091, 0.15, 0.219, 0.317, 
 0.561, 0.631, 0.829, 0.857, 0.955, 0.808, 0.398, 0.111, 0.082, 0.147, 
 0.276, 0.528, 0.746, 0.889, 1.274, 1.164, 1.024, 0.863, 0.436, 0.27, 
 0.156, 0.139, 0.156, 0.306, 0.362, 0.438, 0.624, 0.543, 0.642, 0.659, 
 0.286, 0.086, 0.043, 0.068, 0.168, 0.253, 0.526, 0.601, 0.809, 0.759, 
 0.95, 1.088, 0.452, 0.198, 0.082, 0.072, 0.154, 0.206, 0.316, 0.569, 
 0.549, 0.671, 0.736, 0.659, 0.287, 0.132, 0.051, 0.085, 0.079, 0.133, 
 0.177, 0.21, 0.372, 0.562, 0.623, 0.626, 0.296, 0.142, 0.082, 0.096,  
 0.166, 0.288, 0.416, 0.459, 0.576, 1.042, 0.873, 0.704, 0.366, 0.137, 
 0.058, 0.134, 0.071, 0.142, 0.211, 0.331, 0.471, 0.639, 0.569, 0.718,  
 0.391, 0.123, 0.072, 0.063, 0.086, 0.141, 0.32, 0.463, 0.69, 0.847,  
 1.121, 1.048) 
 
 
CÓDIGO USADO PARA AS DENSIDADES DE PROBABILIDADE 
######## FDPs 
 
#------------ Kumaraswamy Beta -------------------------------------# 
 
# Kumaraswamy Beta - Probability density function. 
pdf_kwbeta <- function(par,x){ 
   a = par[1] 
   beta = par[2] 
   b = par[3] 
   alpha = par[4] 
   (a*b*x^(alpha-1)*(1-x)^(beta-1)*(pbeta(x,alpha,beta))^(a-1)* 
   (1-pbeta(x,alpha,beta)^a)^(b-1))/beta(alpha,beta) 
} 
# Kumaraswamy Beta - Cumulative distribution function. 
cdf_kwbeta <- function(par,x){ 
   a = par[1] 
   beta = par[2] 
   b = par[3] 
   alpha = par[4] 
   1 - (1 - pbeta(x,alpha,beta)^a)^b 
} 
 
 
#------------ Exponentiated Weibull --------------------------------# 
# Exponentiated Weibull - Probability density function. 
pdf_expweibull <- function(par,x){ 
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   a = par[1] 
   c = par[2] 
   beta = par[3] 
   a * beta * c * exp(-(beta*x)^c) * (beta*x)^(c-1) * (1 - exp(-(beta*x)^c))^(a-1) 
} 
# Exponentiated Weibull - Cumulative distribution function. 
cdf_expweibull <- function(par,x){ 
   a = par[1] 
   c = par[2] 
   beta = par[3] 
   (1 - exp(-(beta*x)^c))^a 
} 
 
 
#----------- Kumaraswamy Weibull Poisson -----------------------------# 
# Kumaraswamy Weibull Poisson - Probability density function. 
pdf_kwweibullpoisson <- function(par,x){ 
   a = par[1] 
   b = par[2] 
   c = par[3] 
   lambda = par[4] 
   beta = par[5] 
   (a*b*c*lambda*(beta^c)*(x^(c-1))*((1-exp(-(x*beta)^c))^(a-1)) * 
   ((1-(1-exp(-(beta*x)^c))^a)^(b-1)) * 
   exp(-lambda*(1-(1-(1-exp(-(beta*x)^c))^a)^b) 
   - (beta*x)^c))/(1-exp(-lambda)) 
} 
# Kumaraswamy Weibull Poisson - Cumulative distribution function. 
cdf_kwweibullpoisson <- function(par,x){ 
   a = par[1] 
   b = par[2] 
   c = par[3] 
   lambda = par[4] 
   beta = par[5] 
   (1 - exp(lambda*(-(1-(1-(1-exp(-(x*beta)^c))^a)^b))))/(1-exp(-lambda)) 
} 
 
 
 
 
#----------- BGE -----------------------------# 
pdf_bge <- function(par,x){ 
   a = par[1] 
   b = par[2] 
   alpha = par[3] 
   lamb = par[4] 
   g = alpha*lamb * exp(-lamb*x)*(1-exp(-lamb*x))^(alpha-1) 
   G = (1 - exp(-lamb*x))^alpha 
   1/beta(a,b)*g*G^(a-1)*(1-G)^(b-1) 
} 
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cdf_bge <- function(par,x){ 
   a = par[1] 
   b = par[2] 
   alpha = par[3] 
   lamb = par[4] 
   G = (1 - exp(-lamb*x))^alpha 
   pbeta(G,a,b) 
} 
 
 
#----------------------------- Weibull --------------------------------# 
# Weibull - Probability density function. 
pdf_weib <- function(par,x){ 
   lamb = par[1] 
   th = par[2] 
   lamb*th*(lamb*x)^(th-1)*exp(-(lamb*x)^th) 
} 
# Weibull - Cumulative distribution function. 
cdf_weib <- function(par,x){ 
   lamb = par[1] 
   th = par[2] 
   1 - exp(-(lamb*x)^th) 
} 
 
 
#----------------------------- Fretchet --------------------------------# 
# Fretchet - Probability density function. 
pdf_fret <- function(par,x){ 
   m = 0 
   lamb = par[1] 
   th = par[2] 
   z=(x-m)/lamb 
   th/lamb*z^(-1-th)*exp(-z^(-th)) 
} 
# Fretchet - Cumulative distribution function. 
cdf_fret <- function(par,x){ 
   m = 0 
   lamb = par[1] 
   th = par[2] 
   z=(x-m)/lamb 
   exp(-z^(-th)) 
} 
 
 
#----------------------------- Gumbel --------------------------------# 
# Gumbel - Probability density function. 
pdf_gumb <- function(par,x){ 
   mu = par[1] 
   sig = par[2] 
   z=(x-mu)/sig 
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   1/sig*exp(-(z+exp(-z))) 
} 
# Gumbel - Cumulative distribution function. 
cdf_gumb <- function(par,x){ 
   mu = par[1] 
   sig = par[2] 
   z=(x-mu)/sig 
   exp(-exp(-z)) 
} 
 
 
#----------------------------- Gama --------------------------------# 
# Gama - Probability density function. 
pdf_gama <- function(par,x){ 
   a = par[1] 
   b = par[2] 
   x^(a-1)*b^a*exp(-b*x)/gamma(a) 
} 
# Gama - Cumulative distribution function. 
cdf_gama <- function(par,x){ 
   a = par[1] 
   b = par[2] 
   integrand <- function(x) {x^(a-1)*b^a*exp(-b*x)/gamma(a)} 
   integrate(integrand, lower = 0, upper = Inf)$value 
} 
 
 
AQUI COMEÇA A CLASSE SENO NOVAMENTE? ARQUIVO 04 PARA CAP 4.4.13? 
#----------------------------- SC_Beta_Unif --------------------------------# 
# SC_Beta_Unif - Probability density function. 
pdf_sc_gama_beta <- function(par,x){ 
 th = par[1] 
 a = par[2] 
 b = par[3] 
 c = par[4] 
 d = par[5] 
    G1 = pgamma(x, a, b) 
    g1 = dgamma(x, a, b) 
 G2 = pbeta(x, c, d) 
    g2 = dbeta(x, c, d) 
 m1 = pi*(1-th)*g1/2 
 m2 = pi*th*g2/2 
 n1 = pi*(1-th)*G1 + pi*th 
 n2 = pi*th*(1-G2) 
 m1*cos(n1/2) + m2*cos(n2/2) 
} 
# SC_Beta_Unif - Cumulative distribution function. 
cdf_sc_gama_beta <- function(par,x){ 
 th = par[1] 
 a = par[2] 
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 b = par[3] 
 c = par[4] 
 d = par[5] 
   integrand <- function(x) { 
    G1 = pgamma(x, a, b) 
    g1 = dgamma(x, a, b) 
 G2 = pbeta(x, c, d) 
    g2 = dbeta(x, c, d) 
 m1 = pi*(1-th)*g1/2 
 m2 = pi*th*g2/2 
 n1 = pi*(1-th)*G1 + pi*th 
 n2 = pi*th*(1-G2) 
 m1*cos(n1/2) + m2*cos(n2/2) 
   } 
   integrate(integrand, lower = 0, upper = Inf)$value 
} 
 
 
#----------------------------- SC_normal_cauchy --------------------------------# 
# SC_normal_cauchy - Probability density function. 
pdf_sc_normal_cauchy <- function(par,x){ 
 th = par[1] 
 a = par[2] 
 b = par[3] 
 c = par[4] 
 d = par[5] 
    G1 = pnorm(x, a, b) 
    g1 = dnorm(x, a, b) 
 G2 = pcauchy(x, c, d) 
    g2 = dcauchy(x, c, d) 
 m1 = pi*(1-th)*g1/2 
 m2 = pi*th*g2/2 
 n1 = pi*(1-th)*G1 + pi*th 
 n2 = pi*th*(1-G2) 
 m1*cos(n1/2) + m2*cos(n2/2) 
} 
# SC_normal_cauchy - Cumulative distribution function. 
cdf_sc_normal_cauchy <- function(par,x){ 
 th = par[1] 
 a = par[2] 
 b = par[3] 
 c = par[4] 
 d = par[5] 
   integrand <- function(x) { 
    G1 = pnorm(x, a, b) 
    g1 = dnorm(x, a, b) 
 G2 = pcauchy(x, c, d) 
    g2 = dcauchy(x, c, d) 
 m1 = pi*(1-th)*g1/2 
 m2 = pi*th*g2/2 
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 n1 = pi*(1-th)*G1 + pi*th 
 n2 = pi*th*(1-G2) 
 m1*cos(n1/2) + m2*cos(n2/2) 
   } 
   integrate(integrand, lower = -Inf, upper = Inf)$value 
} 
 
 
#------------ Mistura de Normais --------------------------------# 
# Mistura de Normais - Probability density function. 
pdf_norm_norm <- function(par,x){ 
 a = par[1] 
 b = par[2] 
 c = par[3] 
 d = par[4] 
 #th = par[5] 
 0.7*dnorm(x, a, b) + 0.3*dnorm(x,c,d) 
} 
# Mistura de Normais - Cumulative distribution function. 
cdf_norm_norm <- function(par,x){ 
 a = par[1] 
 b = par[2] 
 c = par[3] 
 d = par[4] 
 #th = par[5] 
 integrand <- function(x) { 
  0.5*dnorm(x, a, b) + 0.5*dnorm(x,c,d) 
 } 
 integrate(integrand, lower = -Inf, upper = Inf)$value 
}   
   
 
######### Código fonte para a EMV 
 
library(AdequacyModel) 
library(tidyverse) 
 
 
data = ChickenPox %>%  
  data.frame() %>% 
  rename(., x = .) %>%  
  drop_na() 
 
aj_gama_beta = goodness.fit(pdf=pdf_sc_gama_beta, cdf=cdf_sc_gama_beta, 
                            starts = c(0.3, 3, 3, 0.8, 2.3), data = data$x, 
                            method="P", S = 20, domain=c(0,Inf),  lim_inf = c(0.1, 0.1, 0.1, 0.1, 
0.1), 
                            lim_sup = c(0.99, 5, 5, 4, 4), mle=NULL) 
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aj_normal_cauchy = goodness.fit(pdf=pdf_sc_normal_cauchy, 
cdf=cdf_sc_normal_cauchy, 
                                starts = c(0.3, 0, 3, 2, 2.3), data = data$x, 
                                method="P", S = 20, domain=c(-Inf,Inf),  lim_inf = c(0.1, -3, 0.1, -
3, 0.1), 
                                lim_sup = c(0.99, 3, 5, 3, 5), mle=NULL) 
 
aj_expweibull = goodness.fit(pdf=pdf_expweibull, cdf=cdf_expweibull, 
                             starts = c(0.3, 1, 1), data = data$x, 
                             method="P", S = 20, domain=c(0,Inf),  lim_inf = c(0.1, 0.1, 0.1), 
                             lim_sup = c(5,5,5), mle=NULL) 
 
aj_kwweibullpoisson = goodness.fit(pdf=pdf_kwweibullpoisson, 
cdf=cdf_kwweibullpoisson, 
                                   starts = c(1.4, 5, 0.7, 1, .3), data = data$x, 
                                   method="P", S = 20, domain=c(0,Inf),  lim_inf = c(0.1, 0.1, 0.1, 
0.1, 0.1), 
                                   lim_sup = c(5,5,5,5,5), mle=NULL) 
 
 
aj_bge = goodness.fit(pdf=pdf_bge, cdf=cdf_bge, 
                                   starts = c(0.5, 1.3, 1.8, 1.2), data = data$x, 
                                   method="P", S = 20, domain=c(0,Inf),  lim_inf = c(0.1, 0.1, 0.1, 
0.1), 
                                   lim_sup = c(5,5,5,5), mle=NULL) 
 
 
hist(data$x, freq = F, main='') 
x = seq(0, 4, l = 100) 
mle_aj_gama_beta = aj_gama_beta$mle 
lines(x, pdf_sc_gama_beta(par = mle_aj_gama_beta, x)) 
 
mle_aj_normal_cauchy = aj_normal_cauchy$mle 
lines(x, pdf_sc_normal_cauchy(par = mle_aj_normal_cauchy, x), col = 2) 
 
mle_aj_expweibull = aj_expweibull$mle 
lines(x, pdf_expweibull(par = mle_aj_expweibull, x), col = 3) 
 
mle_aj_kwweibullpoisson = aj_kwweibullpoisson$mle 
lines(x, pdf_kwweibullpoisson(par = mle_aj_kwweibullpoisson, x), col = 4) 
 
mle_aj_bge = aj_bge$mle 
lines(x, pdf_bge(par = mle_aj_bge, x), col = 5) 
 
rbind(c('mle_aj_gama_beta', round(mle_aj_gama_beta,5)), 
      c('mle_aj_normal_cauchy', round(mle_aj_normal_cauchy,5)), 
      c('mle_aj_expweibull', round(mle_aj_expweibull,5), NA, NA), 
      c('mle_aj_kwweibullpoisson', round(mle_aj_kwweibullpoisson,5)), 
      c('mle_aj_bge', round(mle_aj_bge,5), NA) 
      ) 
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Código de ajuste para distribuição Beta-Exponencial: 
 
 
x = c( 
  7.2, 9.5, 8.4, 8.3, 9.2, 6.9, 9.7, 5.3, 6.1, 9.4, 5.8, 4.4, 4.8, 10.7, 8.3, 
  8.6, 11.2, 6.1, 5.8, 8.1, 5.6, 6.2, 6.4, 11.0, 7.4, 6.3, 5.4, 7.0, 5.9, 6.9, 
  7.0, 7.5, 5.1, 7.7, 3.9, 6.5, 7.6, 5.7, 5.2, 4.8, 8.9, 5.8, 9.8, 5.4, 5.1, 
  5.3, 7.5, 6.6, 6.3, 6.8 
) 
 
 
alfa = 3.5868478 
beta = 0.4469744  
 
 
dgama = dgamma(x, alfa, beta) 
AICg = -2*sum(log(dgama)) + 2*2 
AICg 
 
hist(x, freq = F, main = '', ylab = 'Densidade', xlab='Dados') 
xx = seq(0.1, 15, l = 500) 
dgama = dgamma(xx, alfa, beta) 
lines(xx, dgama, lwd = 2) 
 
 
 
alfa = 4.8847475 
beta = 0.4180293 
lamb = 0.2613106 
gama = 1.8340104 
 
 
integrand <- function(x) { 
  lamb^gama*(1-exp(-lamb*x))^(alfa-1)*(exp(-lamb*x))^(gama+beta-1) 
} 
 
K = integrate(integrand, lower = 0, upper = 20)$v 
 
dbetaexp = lamb^gama*(1-exp(-lamb*x))^(alfa-1)*(exp(-lamb*x))^(gama+beta-1)/K 
AICbe = -2*sum(log(dbetaexp)) + 2*4 
AICbe 
 
dbetaexp = lamb^gama*(1-exp(-lamb*xx))^(alfa-1)*(exp(-lamb*xx))^(gama+beta-1)/K 
lines(xx, dbetaexp, col = 2, lwd = 2) 
 
legend('topright', c('Gama', 'Beta-Exponencial'), col=1:2, lwd = 2) 
 
AICg 
AICbe 
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ANEXOS 

 

Anexo A: Tabela com dados reais aplicados para a distribuição seno – G1, G2 

 

 
 

Tabela A1 - dados reais aplicados para a distribuição seno – G1, G2 
0,956 0,927 1,585 1,536 1,448 1,272 0,303 0,068 0,062 0,116 0,275 0,565 0,922 
0,928 0,925 1,121 1,282 1,142 0,411 0,114 0,082 0,220 0,646 1,069 1,320 1,473 
2,305 2,094 1,694 1,043 0,390 1,127 0,056 0,148 0,426 0,890 1,500 1,442 1,799 
1,556 1,926 1,635 0,379 0,090 0,068 0,210 0,667 0,905 1,124 1,192 1,850 1,941 
1,505 1,016 0,429 0,058 0,078 0,251 0,605 0,817 0,970 0,860 0,977 1,143 0,920 
0,940 0,426 0,193 0,099 0,186 0,525 1,085 1,220 1,157 1,974 2,301 2,277 1,746 
0,413 0,129 0,078 0,160 0,448 0,820 1,154 1,277 1,841 1,981 1,304 1,288 0,387 
0,114 0,097 0,278 0,604 0,787 1,010 0,968 1,195 1,200 1,218 1,183 0,334 0,145 
0,066 0,252 0,536 0,996 1,624 1,626 1,603 1,74 1,900 1,424 0,711 0,191 0,135 
0,302 0,612 1,178 1,409 1,218 1,543 1,477 0,987 0,935 0,495 0,126 0,109 0,197 
0,397 0,880 1,097 1,164 1,652 1,800 1,941 1,419 0,444 0,136 0,070 0,171 0,424 
0,660 1,050 1,177 1,559 1,513 1,371 1,042 0,205 0,067 0,083 0,143 0,469 0,611 
0,745 1,039 1,389 1,284 1,288 0,871 0,299 0,087 0,089 0,155 0,446 0,749 1,037 
1,080 1,289 1,211 1,076 1,080 0,372 0,132 0,078 0,133 0,203 0,214 0,347 0,407 
0,780 1,182 1,082 0,899 0,479 0,123 0,086 0,180 0,326 0,695 1,235 1,399 1,854 
2,406 2,026 1,378 0,522 0,136 0,076 0,109 0,259 0,521 0,996 1,174 1,751 1,554 
1,428 1,308 0,438 0,150 0,088 0,151 0,395 0,781 1,389 2,059 3,058 2,589 1,488 
1,048 0,253 0,082 0,079 0,125 0,226 0,470 0,936 1,026 1,244 0,935 1,079 0,884 
0,349 0,144 0,079 0,260 0,445 0,592 1,427 1,545 1,951 2,200 1,964 1,284 0,523 
0,142 0,093 0,148 0,198 0,374 0,915 0,963 1,154 1,393 1,227 1,158 0,478 0,084 
0,044 0,113 0,331 1,052 1,747 1,796 2,625 2,411 1,877 1,052 0,543 0,110 0,067 
0,124 0,160 0,430 0,726 1,101 1,769 1,599 1,035 0,988 0,424 0,147 0,076 0,105 
0,281 0,524 1,044 1,247 2,023 1,903 1,653 1,247 0,372 0,107 0,075 0,094 0,224 
0,487 0,989 1,639 1,991 1,905 1,846 1,381 0,451 0,176 0,083 0,150 0,272 0,550 
0,798 0,902 1,316 1,443 1,102 0,705 0,272 0,119 0,106 0,072 0,115 0,337 0,677 
0,885 1,142 1,590 1,355 1,198 0,565 0,136 0,089 0,115 0,174 0,477 0,741 1,034 
1,401 1,316 1,056 0,882 0,506 0,136 0,080 0,062 0,149 0,368 0,683 0,993 1,205 
1,485 1,349 1,067 0,369 0,173 0,095 0,113 0,175 0,335 0,619 0,691 1,022 0,858 
0,953 0,913 0,332 0,127 0,082 0,062 0,147 0,384 0,711 0,928 1,152 1,134 1,277 
0,961 0,509 0,173 0,170 0,193 0,290 0,415 0,707 0,724 1,105 1,065 0,938 0,755 
0,442 0,170 0,091 0,150 0,219 0,317 0,561 0,631 0,829 0,857 0,955 0,808 0,398 
0,111 0,082 0,147 0,276 0,528 0,746 0,889 1,274 1,164 1,024 0,863 0,436 0,270 
0,156 0,139 0,156 0,306 0,362 0,438 0,624 0,543 0,642 0,659 0,286 0,086 0,043 
0,068 0,168 0,253 0,526 0,601 0,809 0,759 0,950 1,088 0,452 0,198 0,082 0,072 
0,154 0,206 0,316 0,569 0,549 0,671 0,736 0,659 0,287 0,32 0,051 0,085 0,079 
0,133 0,177 0,210 0,372 0,562 0,623 0,626 0,296 0,142 0,082 0,096 0,166 0,288 
0,416 0,459 0,576 1,042 0,873 0,704 0,366 0,137 0,058 0,134 0,071 0,142 0,211 
0,331 0,471 0,639 0,569 0,718 0,391 0,123 0,072 0,063 0,086 0,141 0,320 0,463 
0,690 0,847 1,121 1,048          

Fonte: Hipel e McLeod (1994) 
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