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Resumo

O método de agrupamento de dados não supervisionado proposto por Domany e colabora-

dores baseia-se no mapeamento do problema em um sistema magnético granular não homogê-

neo, cujas propriedades são investigadas através de algum método de Monte Carlo. A matriz

que contém os dados é composta porn atributos de valor numérico e corresponde a um ponto

em um espaço euclidianon-dimensional. A cada item de dado é associado um spin de Potts. A

interação entre tais spins decai exponencialmente com o aumento da distância entre eles. Isto

favorece o alinhamento dos spins associados a objetos similares. O sistema físico corresponde

a um ferromagneto desordenado que, por sua vez, é descrito por um hamiltoniano de Potts de

q estados. Espera-se que o sistema magnético exiba três regimes quando sua temperatura seja

variada. Para temperaturas muito baixas o sistema está completamente ordenado. No outro

extremo, em altas temperaturas, o sistema não apresenta qualquer ordem magnética. Numa

faixa intermediária de temperaturas, spins dentro de certas regiões permanecem fortemente

acoplados, formando grãos. Porém, um grão não influencie o comportamento de outro grão.

Ou seja, os grãos estão não correlacionados. Este estado intermediário caracteriza um estado

superparamagnético. A transição de um regime para outro pode ser identificada por picos na

curva de calor específico versus temperatura. Aplicamos o método aos conjuntos de dados reais

da planta íris e de dados médicos, conhecido por BUPA, aos dados sintéticos conhecidos por

Ruspini e a um conjunto de dados, gerado por nós, que consiste de duas figuras tridimensionais

sobrepostas, um esfera e um toro. Procedemos a classificaçãodos dados através da correlação

spin-spin em diversas temperaturas. O principal resultadofoi a verificação que nem sempre o

agrupamento realizado na fase superparamagnética é o ideal.

Palavras-chave: Agrupamento de Dados; Algoritmo de Wang-Landau; Densidadede Estados;

Método de Monte Carlo
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Abstract

The method of unsupervised data classification proposed by Domany and coworkers is based

on mapping the problem onto an inhomogeneous granular magnetic system whose properties

can be investigated through some Monte Carlo Method. The array containing the data consists

of n numeric attributes corresponding to points in an n-dimensional Euclidean space. Each

data item is associated with a Potts spin. The interaction between such spins decays exponen-

tially with the distance. This favors the alignment of the spins associated with similar objects.

The physical system corresponds to a disordered ferromagnet which, in turn, is described by a

Hamiltonian of a q-states Potts model. It is expected that the magnetic system exhibits three

temperature-dependent regimes. For very low temperaturesthe system is completely ordered.

At the other extreme, high temperatures, the system shows nomagnetic order. In an interme-

diate range of temperatures, the spins within certain regions remain tightly coupled, forming

grains. However, a grain does not influence the behavior of another grain. That is, the grains are

non-correlated and this intermediate state is named a superparamagnetic phase. The transition

from one regime to another can be identified by peaks in the specific heat versus temperature

curve. We apply the method to several artificial and real-life data sets, such as classification

of flowers, summary medical data and identification of images. We measure the spin-spin cor-

relation at several temperatures to classify the data. In disagreement with the Domany and

coworkers claims we found that the best classification of thedata occurred outside the super-

paragnetic phase.

Keywords: Data Clustering; Wang-Landau Algorithm; Density of States;Monte Carlo Method

viii



Sumário

1 Introdução 1

2 Agrupamento de dados superparamagnético 6

3 Método de Monte Carlo 15

3.1 Algoritmo Metropolis 15

3.2 Algoritmo Wang-Landau 16

3.3 Amostragem Wang-Landau com intervalo auto-adaptativo 20

4 Resultados e Discussões 23

4.1 Aplicações 25

4.1.1 BUPA 25

4.1.2 Iris 27

4.1.3 Ruspini 29

4.1.4 Cena tridimensional com̂K = 15 30

4.1.5 Cena tridimensional com̂K = 10 32

4.1.6 Cena tridimensional com̂K = 6 33

4.1.7 Cena tridimensional com ruído 35

5 Conclusões 46

ix



Lista de Figuras

1.1 Problema de otimização combinatória com o número de grupos conhecido. 2

1.2 Problema de otimização combinatória sem o conhecimentodo número de grupos. 3

1.3 Fases do sistema magnético. 4

2.1 Associação dos dados a um espaço euclidiano de dimensão apropriada. 6

2.2 Analogia física do problema de agrupamento. 7

2.3 Representação da interação entre spins. 8

3.1 Limites inferior e superior da energia e magnetização para a base de dados

BUPA [21]. 21

4.1 Limites da energia e magnetização para a base de dados Íris utilizandoτ = 100

e τ = 1000 passos de Monte Carlo e critério de paradaf = 0,001. 24

4.2 Limites da energia e magnetização para as bases de dados BUPA, Iris e Ruspini

utilizandoτ = 10000 passos de Monte Carlo e critério de paradaf = 0,0001. 25

4.3 Energia em função da temperatura para a base de dados BUPA. 27

4.4 Calor específico em função da temperatura para a base de dados BUPA. 28

4.5 Energia em função da temperatura para a base de dados Iris. 29

4.6 Calor específico em função da temperatura para a base de dados Iris. 30

4.7 Distribuição das observações da massa de dados Ruspini. 32

4.8 Energia em função da temperatura para a base de dados Ruspini. 33

4.9 Calor específico em função da temperatura para a base de dados Ruspini. 34

4.10 Distribuição dos dados objeto tridimensional 35

4.11 Energia em função da temperatura para a base de dados figura tridimensional. 36

4.12 Calor específico em função da temperatura para a base de dados figura tridi-

mensional. 37

4.13 Energia em função da temperatura para a base de dados figura tridimensional

comK̂ = 10. 38

4.14 Calor específico em função da temperatura para a base de dados figura tridi-

mensional comK̂ = 10. 39

x



LISTA DE FIGURAS xi

4.15 Energia em função da temperatura para a base de dados figura tridimensional

comK̂ = 6. 40

4.16 Calor específico em função da temperatura para a base de dados figura tridi-

mensional comK̂ = 6. 41

4.17 Energia em função da temperatura para a base de dados figura tridimensional

com ruído. 43

4.18 Calor específico em função da temperatura para a base de dados figura tridi-

mensional com ruído. 44



Lista de Tabelas

4.1 Resultado dos agrupamentos obtidos para a base de dados BUPA em diversas

temperaturas. Rede gerada com número médio de vizinhos mútuos K̂ = 15,

prospecção do domínio realizada com critério de paradaf = 10−4 e τ = 104

MCS, Wang-Landau realizado com critério de paradaf = 10−4 eτ = 106 MCS,

cálculo das correlações realizado comτ = 106 MCS. 26

4.2 Resultado dos agrupamentos obtidos para a base de dados Íris em diversas tem-

peraturas. Rede gerada com número médio de vizinhos mútuosK̂ = 15, pros-

pecção do domínio realizada com critério de paradaf = 10−4 e τ = 104 MCS,

Wang-Landau realizado com critério de paradaf = 10−4 e τ = 106 MCS, cál-

culo das correlações realizado comτ = 1011 MCS. 31

4.3 Resultado dos agrupamentos obtidos para a base de dados Ruspini em diversas

temperaturas. Rede gerada com número médio de vizinhos mútuos K̂ = 15,

prospecção do domínio realizada com critério de paradaf = 10−4 e τ = 104

MCS, Wang-Landau realizado com critério de paradaf = 10−4 eτ = 106 MCS,

cálculo das correlações realizado comτ = 109 MCS. 31

4.4 Resultado dos agrupamentos obtidos para a base de dados figura tridimensional

em diversas temperaturas. Rede gerada com número médio de vizinhos mútuos

K̂ = 15, prospecção do domínio realizada com critério de paradaf = 10−4

e τ = 103 MCS, Wang-Landau realizado com critério de paradaf = 10−4 e

τ = 103 MCS, cálculo das correlações realizado comτ = 106 MCS. 37

4.5 Resultado dos agrupamentos obtidos para a base de dados figura tridimensional

em diversas temperaturas. Rede gerada com número médio de vizinhos mútuos

K̂ = 10, prospecção do domínio realizada com critério de paradaf = 10−4

e τ = 103 MCS, Wang-Landau realizado com critério de paradaf = 10−4 e

τ = 103 MCS, cálculo das correlações realizado comτ = 106 MCS. 38

xii



LISTA DE TABELAS xiii

4.6 Resultado dos agrupamentos obtidos para a base de dados figura tridimensional

em diversas temperaturas. Rede gerada com número médio de vizinhos mútuos

K̂ = 6, prospecção do domínio realizada com critério de paradaf = 10−4 eτ =

103 MCS, Wang-Landau realizado com critério de paradaf = 10−4 e τ = 103

MCS, cálculo das correlações realizado comτ = 106 MCS. 42

4.7 Resultado dos agrupamentos obtidos para a base de dados figura tridimensio-

nal com ruído em diversas temperaturas. Rede gerada com número médio de

vizinhos mútuosK̂ = 8, prospecção do domínio realizada com critério de pa-

rada f = 10−4 eτ = 103 MCS, Wang-Landau realizado com critério de parada

f = 10−4 e τ = 103 MCS, cálculo das correlações realizado comτ = 106 MCS. 45



CAPÍTULO 1

Introdução

O problema de agrupamento de dados consiste em separar ou agrupar objetos de uma dada

coleção em classes ou categorias. O objetivo é alocar objetos mais parecidos dentro de um

mesmo grupo. É um problema matemático mal colocado, visto que o número de classes pode

não ser conhecido de antemão e o termo “parecido” é vago. Em geral, uma medida de similari-

dade é arbitrada e os objetos são classificados de acordo com ograu de similaridade fornecido

por tal medida. Especificamente, dois objetos da mesma classe possuem um grau de simila-

ridade superior ao grau de similaridade atribuído a um par formado por objetos oriundos de

classes distintas.

O termo análise de agrupamento é um nome genérico para um conjunto de técnicas e/ou

algoritmos dedicados a resolver o problema acima. Uma análise de agrupamento consiste em

tentar descobrir estruturas em um conjunto de dados sem no entanto fornecer uma explicação

ou interpretação para a existência de relações entre os objetos do conjunto. Logo, análise de

agrupamento é uma abordagem exploratória e permite ao pesquisador organizar os dados em

alguma estrutura lógica.

Algumas vezes o interesse é classificar os objetos em grupos pré-existentes. Neste caso,

a classificação pode ser supervisionada e realizada atravésde técnicas clássicas multivariadas,

por exemplo, análise discriminante [1]. E quando o pesquisador tem algum conhecimento ou

pode antecipar relações entre os dados, um modelo paramétrico pode ser empregado. Dentre os

métodos supervisionados podemos citar a técnica da função discriminante de Fisher [2], o mé-

todo do vizinho mais próximo, o método da soma de quadrado doserros de Ward e ok-médias

[3].

Em muitos casos de interesse, porém, não existe um conhecimento sobre a estrutura dos

dados ou, ainda, a interferência do pesquisador pode influenciar a qualidade dos agrupamentos.

Então, é mais natural adotar aproximações não-paramétricas, que fazem menos suposições so-

bre o modelo. Dentre os métodos não-supervisionados, entendido como mínima interferência

do pesquisador, podemos citar o agrupamento Fuzzy [4], redes neurais [5] e otimização base-

ada no comportamento de uma colônia de formigas [6, 7], dentre outros. Estes métodos estão

1



CAPÍTULO 1 INTRODUÇÃO 2

sujeitos, porém, a pelo menos uma das seguintes limitações:alta sensibilidade à inicialização,

performance pobre quando os dados contêm agrupamentos sobrepostos, ou inabilidade para

manipular variabilidades nas formas dos agrupamentos, densidades dos agrupamentos, e tama-

nhos dos agrupamentos. Todos estes algoritmos tendem a criar grupos mesmo quando nenhum

grupo existe nos dados.

Uma maneira simples de introduzir um problema matemático mal especificado é através de

um exemplo. Abaixo, mostramos como o problema de agrupamento pode ser visto como um

problema de otimização combinatória. Suponha que dispomosden objetos rotulados de 1 an

que serão agrupados emk grupos. Existem, então,kn maneiras distintas de separar os objetos.

A distinção entre cada possível particionamento do conjunto pode ser realizada pintando os

objetos comk diferentes cores. Por exemplo, para 2 cores e 3 objetos, teremos 8 partições dis-

tintas, ver figura (1.1). Caso não conhecêssemos o número de grupos, poderíamos usar desde

uma única cor até, no caso mais extremo,n cores. Nesta variante do problema teríamos 27

possíveis partições distintas. Para um conjunto de 3 objetos implicaria em 33 possibilidades de

agrupamentos como mostra a figura (1.2). Para determinar a partição correta, de acordo com a

nossa medida de similaridade previamente arbitrada, necessitamos introduzir uma função ob-

jetiva, ou função de mérito. Isto corresponde a atribuir um valor numérico associado a cada

um dos particionamentos. Um extremo da função objetiva indica o particionamento ótimo.

Infelizmente a abordagem descrita neste exemplo não tem muita utilidade prática. Devido ao

crescimento exponencial do número de partições com a cardinalidade do conjunto de objetos

esta abordagem direta é computacionalmente inviável.

Figura 1.1 Problema de otimização combinatória com o número de grupos conhecido.

Embora trate-se de análise exploratória de dados, o interesse em técnicas de agrupamento

de dados surge nas mais diversas áreas, dentre as quais, citaremos segmentação de imagens [8],

reconhecimento de objetos tridimensionais [9], recuperação de informações [10] e mineração
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Figura 1.2 Problema de otimização combinatória sem o conhecimento do número de grupos.

de dados [11]. A mineração de dados pode ser exemplificada poranálise financeira, análise de

DNA [12, 13] e análise de imagens geradas por satélite [12].

A análise de agrupamento de dados está sujeita a algumas arbitrariedades como as escolhas

de uma medida de similaridade e de uma função mérito, bem comoa informação ou não do

número de grupos existente nos dados. Portanto, existe um grande interesse em métodos que

evitem tais arbitrariedades. Algumas abordagens inspiradas em sistemas biológicos possuem

características atraentes, pois imitam a forma que os organismos vivos resolvem problemas

como, por exemplo, otimização baseada no comportamento de uma colônia de formigas [6, 7]

e algoritmos genéticos [14].

Nesta dissertação examinaremos detalhadamente o desempenho de um método proposto por

Blatt, Wiseman, & Domany [15] baseado nas propriedades físicas de um sistema magnético.

A exemplo dos métodos baseados em sistemas biológicos, estemétodo é classificado como

um método de agrupamento não-supervisionado. Ou seja, enquadra-se na categoria de heurís-

ticas que “aprendem” a descobrir possíveis estruturas presentes nos dados com o mínimo de

interferência do pesquisador. Nesta técnica, o número de grupos não precisa ser previamente

conhecido e ela é relativamente insensível à medida de similaridade escolhida. Além disso,

não é necessário introduzir uma função de mérito explicitamente. O particionamento dos da-

dos decorre do comportamento termodinamicamente determinado do sistema físico. Uma etapa

crucial na aplicação do método é o mapeamento dos dados em um sistema magnético, o qual

será detalhado no capítulo 2.
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Especificamente, o problema de agrupamento é mapeado no problema de determinar o com-

portamento termodinâmico de um ferromagneto heterogêneo desordenado. As características

dos dados são incorporadas no hamiltoniano que descreve o sistema magnético. Como veremos

no capítulo 2, o hamiltoniano corresponde a um modelo de Potts deq estados. Os spins de Potts

residem nos nós de uma rede aleatória cuja conectividade depende dos dados em si. A cada nó

da rede, portanto a cada spin, está associado um objeto do conjunto de dados. Os spins intera-

gem com seus vizinhos mais próximos com um acoplamento ferromagnético cuja intensidade

diminui com a distância. Desta forma, há uma tendência dos spins mais próximos estarem

mais fortemente correlacionados. Espera-se que o sistema encontre-se completamente orde-

nado para temperaturas suficientemente baixas. No outro extremo, temperaturas muito altas, o

sistema atinge uma fase paramagnética, na qual os spins estão completamente descorrelaciona-

dos. Em temperaturas intermediárias, podem surgir grãos despins altamente correlacionados

entre si, enquanto que diferentes grãos quase não exibem correlação. Logo, os grãos de spins

correspondem aos grupos existentes no conjunto de dados. A figura (1.3) representa as fases do

sistema magnético correspondente a cada regime de temperatura. Nosso problema é identificar

os spins que formam cada grão.

Figura 1.3 Fases do sistema magnético.

Identificar as fases de um sistema magnético desordenado nãoé um problema trivial. Tal-

vez seja tão difícil quanto o problema original de particionar os dados. Porém, para resolver o

segundo problema dispomos de um arsenal de técnicas oriundas da física estatística. Em parti-

cular, o método de Monte Carlo [16] é largamente empregado no estudo de modelos de spin na

rede [17]. Nesta dissertação utilizaremos uma técnica de Monte Carlo introduzida por Wang
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e Landau [18]. O algoritmo Wang-Landau consiste em um passeio aleatório que é executado

no espaço de energia para extrair diretamente uma estimativa para a densidade de estados. A

probabilidade canônica pode então ser encontrada para qualquer temperatura e as proprieda-

des termodinâmicas podem ser determinadas através de derivadas apropriadas da função de

partição. Para uma revisão sobre os tópicos de mecânica estatística ver ([19]).

Nosso objetivo é fundir as duas técnicas promissoras, o agrupamento de dados superpara-

magnético proposto por Domany et al. [15] e o algoritmo de Wang e Landau [18] para obter a

termodinâmica do sistema físico.

No próximo capítulo detalharemos o método de Agrupamento dedados superparamagné-

tico. Discutiremos em detalhes o mapeamento do problema em um modelo de Potts desorde-

nado. No terceiro capítulo, são apresentados o algoritmo deMetropolis [20] e a aproximação

do método de Monte Carlo proposto por Wang e Landau [18]. Além disso, discutiremos a

amostragem Wang-Landau com intervalo auto-adaptativo [22], que é uma versão do algoritmo

de Wang-landau desenvolvida para aplicação em sistemas comuma estrutura da densidade de

estados complicada. No quarto capítulo, apresentamos os resultados para diversos bancos de

dados. Vamos discutir ainda o desempenho do método e as classificações obtidas. Finalmente,

nossas conclusões e perspectivas futuras são apresentadasno quinto capítulo.



CAPÍTULO 2

Agrupamento de dados superparamagnético

O método baseado nas propriedades físicas de um ferromagneto não-homogêneo proposto

por Blatt, Wiseman e Domany [15] é uma aproximação para agrupamento de dados. Para a

aplicação do método não é necessário fazer suposição a respeito da distribuição de probabili-

dade inerente aos dados. O método consiste de três estágios.O ponto inicial é a especificação

do hamiltoniano que governa o sistema. Em seguida, a localização das temperaturas em que

ocorrem as transições de fases do modelo medindo a energiaE e o calor específicoC como

função da temperaturaT. Por fim, a medição da correlaçãoGi j entre pares de spins nas faixas

de temperatura correspondentes a uma dada fase de equilíbrio do sistema. Esta função de cor-

relação é então usada para particionar os spins e, consequentemente, os correspondentes pontos

de dados dentro dos grupos.

Vamos agora associar o conjunto de dados a um ferromagneto heterogêneo desordenado.

Assumimos que os dados resultam deN observações e cada uma é rotulada porνi, com i =

1,2, . . . ,N. Cadaνi possui um conjunto dep atributos e pode ser especificado por umap-tupla.

É conveniente pensar nestastuplascomo vetores~xi de um espaço métricop-dimensional. Desta

forma, cada item de dadoνi corresponde a um ponto~xi em um espaço euclidiano de dimensão

apropriada aos dados em questão, como está ilustrado na figura (2.1). Note que, quanto mais

próximos os pontos estão, mais similares são os itens correspondentes.

Figura 2.1 Associação dos dados a um espaço euclidiano de dimensão apropriada.

Para realizar o mapeamento do problema de agrupamento de dados em um problema de

6
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spins na rede, fazemos o seguinte. A cada pontovi é atribuído uma variável de spin de Potts, ou

seja, uma variável que pode assumir um dentreq valores inteiros. Na figura (2.2) ilustramos tal

atribuição. Observe que cada objeto possui um “spin” e que naregião de baixas temperaturas

os spins apontam na mesma direção e é impossível distinguir um objeto a partir do estado

do spin a ele associado. À medida que a temperatura aumenta este estado evolui e os spins

paulatinamente tornam-se mais independentes. Para temperaturas muito altas cada spin pode

apontar com igual probabilidade para uma dasq possíveis direções. Como ilustrado na figura,

em temperaturas intermediárias os spins associados a objetos de mesmo tipo apontam na mesma

direção que resulta a atribuir um super-spin a cada grupo de objetos similares. Em um certo

sentido a temperatura funciona como parâmetro que indica a resolução com que analisamos a

coleção de objetos. Na ilustração apresentada na figura (2.3) indicamos as interações entre os

spins. Observe no destaque que a interação entre objetos do mesmo tipoJ1 eJ2 é menor do que

a interação entre objetos distintos,J3. Ou seja, escolhemos a intensidade da interação como

uma função decrescente da distância euclidianadi j entre os spins.

Figura 2.2 Analogia física do problema de agrupamento.

Em um modelo de Potts, a variável de spinspode assumir um dentreq valores inteiros,s=

1,2, ...,q. Escolhemos então o valor deq que determina principalmente a nitidez das transições

e as temperaturas em que elas ocorrem. Quanto maior forq, mais nítida será a transição. Porém,

com o aumento do valor deq é necessário fazer simulações mais longas, computacionalmente

custosas, a fim de manter uma dada acuracidade estatística. Ovalor deq não implica qualquer

suposição sobre o número de grupos presente nos dados. Nestetrabalho escolhemosq = 20 de

acordo com a sugestão de Domany et al. [15]. Uma observação importante é que nenhum dos

atributos do hamiltoniano precisa ser ajustado, eles são determinados a partir das características

dos dados.
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Figura 2.3 Representação da interação entre spins.

Um spin no sítioi interage com um outro spin no sítioj através de um acoplamento ferro-

magnético de intensidadeJi j > 0. Denota-se porSuma configuração do sistema,S= {si}N
i=1.

A energia de uma tal configuração é dada pelo hamiltoniano de Potts

H (S) = ∑
i, j

Ji j (1−δsi ,sj ) si = 1, . . . ,q (2.1)

em queJi j é a intensidade da interação entre os spinsi e j, i 6= j com

δsi ,sj =

{

1 sesi = sj

0 sesi 6= sj .
(2.2)

A contribuição de um pari e j paraH é 0 quandosi = sj , isto é, quando os dois spins estão

alinhados, e éJi j > 0 caso contrário. O hamiltoniano (veja equação (2.1)) é muito similar a

outras funções de energia usadas em sistemas neurais, quando cada variável de spin representa

um neurônio com uma ligação excitatória entre neurônios interagentes. Para mais detalhes,

veja [23].

Para que o hamiltoniano dado pela equação 2.1 reflita as propriedades de um magneto gra-

nular fortemente heterogêneo, é necessário que os acoplamentos entre os spins associados aos

dados localizados nas regiões de alta densidade sejam fortes, enquanto que os spins correspon-

dentes aos itens de dados que ocupam regiões de baixa densidade interajam apenas fracamente.

Para isto, Domany et al [15] introduziram uma escala de comprimento local,a, que fixa uma

distância característica a partir da qual a intensidade da interação decai consideravelmente. Tal

distância característica é definida pelas regiões de alta densidade e deve ser menor que a dis-

tância típica entre os pontos das regiões de baixa densidade.
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A intensidade da interação entre dois spinsJi j é dada pela equação

Ji j =







1
K̂

exp

(

− d2
i j

2a2

)

sei e j interagem

0 caso contrário
(2.3)

A escala de comprimento local,a, é dada pela média de todas as distânciasdi j entre paresi

e j de spins interagentes. ÊK é o número médio de interações, isto é, duas vezes o número

de interações não-nulas dividido pelo número de pontosN. Com esta escolha, quanto mais

próximos dois spins estão maior a chance de eles serem encontrados no mesmo estado, ou seja

de eles estarem mais correlacionados.

A fim de calcular a média termodinâmica de uma grandeza físicaA em uma temperatura

fixadaT, temos que calcular a soma

〈A〉 = ∑
S

A(S)P(S), (2.4)

na qual o fator de Boltzmann,

P(S) =
1
Z

exp

(

−H (S)

T

)

, (2.5)

faz o papel da densidade de probabilidade, que dá o peso estatístico de cada configuração de

spinS= {si}N
i=1 em equilíbrio térmico eZ é um fator de normalização dado por

Z = ∑
S

exp(−H (S)/T). (2.6)

Algumas das grandezas físicas mais importantes para este sistema magnético são o parâ-

metro de ordem ou magnetização e o conjunto de funçõesδsi ,sj porque suas médias térmicas

refletem as propriedades de ordem do modelo.

O parâmetro de ordem do sistema é〈m〉, em que a magnetização,m(S), associada com uma

configuração de spin S é definida como

m(S) =
qNmax(S)−N

(q−1)N
(2.7)

com

Nmax(S) = max{N1(S),N2(S), . . . ,Nq(S)}, (2.8)

em queNµ(S) é o número de spins com o valorµ; Nµ(S) = ∑i δsi ,µ .
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Quando os spins estão em uma rede regular e todos os vizinhos mais próximos interagem

com a mesma constante de acoplamento,Ji j = J, o sistema de Potts é homogêneo. Tais modelos

exibem duas fases. A altas temperaturas o sistema é paramagnético ou desordenado,〈m〉 = 0,

indicando queNmax(S)≈ N/q para todas as configurações estatisticamente significantes. Nesta

fase a função de correlaçãoGi j decai para 1/q quando a distância entre os pontosi e j é grande.

Esta é a probabilidade de encontrar dois spins de Potts completamente independentes no mesmo

estado. A temperaturas muito altas sítios vizinhos têm igualmenteGi j ≈ 1/q.

Conforme a temperatura é reduzida, o sistema sofre uma forte transição para uma fase orde-

nada ferromagnética, a magnetização salta para〈m〉 6= 0. Isto significa que nas configurações

fisicamente relevantes, a baixas temperaturas, um estado dePotts domina eNmax(S) excede

N/q por um número macroscópico de sítios. A temperaturas muito baixas〈m〉 ≈ 1 eGi j ≈ 1

para todos os paresi e j.

A suscetibilidade é uma medida da flutuação da magnetização

χ =
N
T

(

〈m2〉−〈m〉2) . (2.9)

que também reflete as fases termodinâmicas do sistema. A baixas temperaturas, flutuações da

magnetização são desprezíveis, então a suscetibilidadeχ é pequena na fase ferromagnética.

Considere a situação em que os spins formam “grãos” magnéticos. Neste caso, as liga-

ções entre vizinhos que pertencem ao mesmo grão são muito fortes e entre todos os outros

pares muito fracas. Tal situação pode ser modelada por um modelo de Potts fortemente não

homogêneo. A temperaturas baixas, este sistema é também ferromagnético, mas como a tem-

peratura está aumentando, o sistema pode exibir uma fase intermediária superparamagnética.

Nesta fase, grãos fortemente acoplados estão alinhados, isto é, estão em suas respectivas fases

ferromagnéticas, enquanto não existe ordem relativa em diferentes grãos.

Na temperatura de transição da fase ferromagnética para a superparamagnética é observado

um nítido pico deχ. Na fase superparamagnética, flutuações do estado tomado pelos grãos

que atuam como um todo, isto é, como gigantes superspins, produzem grandes flutuações

na magnetização. Com a temperatura aumentando demais, a transição superparamagnética-

paramagnética é alcançada. Cada grão desordena-se, eχ é reduzido abruptamente através de

um fator que é aproximadamente do tamanho do maior grupo. Portanto, as temperaturas entre

dois picos na suscetibilidade indicam o intervalo de temperaturas em que o sistema está em

uma das suas fases superparamagnéticas.

Como a temperatura está aumentando, o sistema pode se separarprimeiro em dois grupos,

cada um dos quais se quebrando em mais subgrupos macroscópicos e assim por diante. Tal
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estrutura de hierarquia dos agrupamentos magnéticos reflete uma organização hierárquica dos

dados dentro de categorias e subcategorias.

Os itens de dados do nosso problema de agrupamento serão usados como sítios de um fer-

romagneto de Potts não homogêneo. A presença de grupos nos dados origina grãos magnéticos

do tipo descrito acima nos correpondentes modelos de Potts.Trabalhando na fase superpara-

magnética do modelo, os valores da função de correlação dos pares de spin de Potts são usados

para decidir se um par de spins está ou não dentro do mesmo grão, e associar estes grãos aos

grupos de nossos dados.

A necessidade de identificação dos vizinhos de um ponto~xi seria eliminada fazendo todos

os paresi, j de spins de Potts interagirem entre si através de uma interação de curto alcance

Ji j = f (di j ). Esta interação decai exponencialmente com a distância entre os dois pontos de da-

dos. As propriedades das fases e agrupamentos do modelo não serão afetadas fortemente pela

escolha def . Tais modelos têmO(N2) interações, que tornam suas simulações muito caras

paraN grande. Por conveniência computacional, mantemos apenas as interações de um spin

com um número limitado de vizinhos e ajustamos todos os outros Ji j para zero. Uma vez que

os dados não formam um reticulado regular, construímos um grafo completamente conectado

para definir a rede de interação entre os spins da forma descrita abaixo.

Para dois spinsνi e ν j serem vizinhos, ou interagentes, é necessário queνi pertença aK-

vizinhança deν j e, vice-versa,ν j pertença aK-vizinhança deνi. A K-vizinhança de um dado

νi é formada pelosK pontos mais próximos deνi . EscolhemosK tal que as interações liguem

todos os pontos de dados em um grafo completamente conectado. Claramente,K cresce com

a dimensionalidade, por isso, achamos conveniente, escolherK de acordo com a dimensionali-

dade dos dados.

Ao trabalhar com bases de dados multidimensionais comumente nos deparamos com di-

ferença na natureza dos dados que pode ser acompanhada por grandes diferenças nas escalas

das variáveis. Usualmente as variáveis são padronizadas antes das distâncias serem calculadas,

de modo que todas as variáveis sejam igualmente importantesna determinação das distâncias

entre os objetos.

A importância da padronização pode ser exemplificada por um estudo em que o objetivo

é classificar árvores de acordo com sua idade, considerando os atributos altura da árvore e

diâmetro à altura do peito. Tanto árvores novas quanto árvores velhas podem apresentar um

valor elevado de altura, porém o diâmetro das árvores mais velhas tende a ser maior. Ao

calcular as distâncias entre as árvores, o diâmetro seria desprezado por conta da pequena escala

e apenas os valores das alturas contribuiriam significativamente para as distâncias. E desta

forma a classificação seria determinada apenas pela altura das árvores.
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A necessidade de padronização dos dados torna-se ainda maisimportante para a realização

do agrupamento de dados através do método em estudo, pois as interações entre os spins são

função da distância entre os objetos e desejamos que todos osatributos contribuam igualmente

para a distância entre os spins.

Portanto, sempre que se fez necessário, tomamos o cuidado depadronizar os dados dos

conjuntos estudados. Dentre as várias opções de padronização utilizamos a dada pela função:

yi f =
xi f −xf min

xf max−xf min
, (2.10)

em quexi f é o f -ésimo atributo doi-ésimo dado não padronizado exf min e xf max são o menor

e o maior valor, respectivamente, doi-ésimo atributo na base de dados. Não padronizamos os

dados referentes a objetos geométricos, pois seus atributos foram medidos na mesma escala.

Segundo Domany et al. [15] os vários intervalos de temperatura em que o sistema auto-

organiza os agrupamentos dentro de diferentes partições podem ser identificados medindo a

suscetibilidadeχ como uma função da temperatura. Um método de Monte Carlo é aplicado em

uma faixa de temperaturas e é obtida uma estimativa da maior temperatura de transição para

o regime superparamagnético. Iniciando a partir desta estimativa, podemos tomar varreduras

de temperaturas cada vez mais refinadas e calcular a funçãoχ(T) por simulação de Monte

Carlo. Em contraste, através do algoritmo Wang-Landau [18] em uma única varredura calcu-

lamos a densidade de estados com a qual obtemos a termodinâmica do sistema para qualquer

temperatura.

A fase superparamagnética pode conter muitas diferentes subfases com diferentes propri-

edades de ordem. Um exemplo típico pode ser gerado pelos dados com uma estrutura hierár-

quica, dando origem a diferentes partições dos dados aceitáveis. Domany et al. [15] mediram

a suscetibilidadeχ em diferentes temperaturas a fim de localizar estes diferentes regimes. O

objetivo é identificar as temperaturas em que o sistema muda sua estrutura. Em nosso estudo

calculamos o calor específico para todas as temperaturas e identificamos as mudanças no sis-

tema físico através dos picos no gráfico do calor específico como função da temperatura.

Os picos nas curvas do calor específico versus temperatura assinalam transições entre as

diversas fases do sitema. Nas temperaturas dos picos um grande grupo quebra dentro de grupos

um pouco menores, mas ainda macroscópicos. O pico correspondente a temperatura mais alta

assinala uma transição superparamagnética-paramagnética, em que um ou mais grupos grandes

derretem-se, isto é, quebram-se em muitos grupos menores.

Uma vez que a fase superparamagnética e suas diferentes subfases tenham sido identifica-

das, selecionamos uma temperatura em cada região de interesse. A razão para tal escolha é que
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cada subfase caracteriza um particular tipo de partição dosdados, com novos grupos fundindo

ou quebrando. Por outro lado, como a temperatura varia dentro de uma fase, espera-se apenas a

diminuição ou expansão dos grupos existentes, mudando apenas a classificação dos pontos nas

bordas dos grupos.

Após identificar as temperaturas em que ocorrem as transições de fase, verificaremos a cor-

relação spin-spin. A correlação spin-spin é modificada cadavez que um spin muda de estado,

uma vez que o processo é dinâmico. Porém o interesse é verificar a correlação na faixa de

temperatura entre a penúltima e a última transições de fase,ou seja antes do sistema degenerar.

Para o modelo de Potts, definimos a média térmica deδsi ,sj , chamada de função de correlação

Gi j ou correlação spin-spin, por

Gi j = 〈δsi ,sj 〉 (2.11)

que é a probabilidade de dois spins estarem alinhados. Observe que, no nosso caso,i e j são

pares de sítios vizinhos, ou seja,Ji j 6= 0.

Dada uma configuração de spins, gerada pela simulação, essa função é obtida da seguinte

forma. Para cada par de spins separados por uma distânciadi j , somamos+1 se os dois spins

estão alinhados e 0 se estiverem desalinhados.

Usamos a função de correlaçãoGi j , entre sítios vizinhosνi e ν j , para construir os grupos

de dados. A princípio, temos que calcular a média térmica deδsi ,sj a fim de obterGi j através

de um método de Monte Carlo que será discutido no próximo capítulo. Consideramos que dois

spins estão correlacionados seGi j > 0,5.

Os grupos dos dados são identificados em três passos:

1. Construímos os núcleos dos grupos usando um método limiar,seGi j > 0,5, uma liga-

ção é definida entre os pontos de dados vizinhosνi e ν j . O grafo conectado resultante

depende fracamente do valor usado neste limiar (0,5), desdeque ele é maior que 1/q e

menor que 1−2/q. A razão é que a distribuição deGi j atinge picos intensos nestes dois

valores e é muito menor entre eles.

2. Capturamos pontos situados na periferia dos grupos ligando cada pontoνi aos seus vi-

zinhosν j de correlação máximaGi j . Pode acontecer, certamente, que pontosνi e ν j já

tenham sido ligados no passo anterior.

3. Grupos de dados são identificados como componentes ligados nos grafos obtidos nos

passos 1 e 2.
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Em síntese, apresentamos a seguir o esboço dos estágios e subestágios do algoritmo.

• Construir a analogia física do problema com o modelo de spin de Potts:

– Associar uma variável spin de Pottssi = 1,2, . . . ,q para cada pontoνi;

– Identificar os vizinhos de cada pontoνi de acordo com o critério de vizinhança

mútua;

– Calcular a interaçãoJi j entre pontos vizinhosνi e ν j .

• Localizar a fase superparamagnética:

– Estimar a energia média para diferentes temperaturas;

– Usar o calor específico para localizar a fase superparamagnética.

• Voltar aos dados:

– Medir a correlação spin-spin,Gi j , na fase superparamagnética, para todos os pontos

vizinhosνi, ν j ;

– Construir os grupos de dados.

Para resolver o sistema físico no qual o problema foi mapeado, o comportamento da magneti-

zação em função da temperatura e a função de correlação spin-spin em uma dada temperatura

devem ser estimados e usualmente é utilizado algum método deMonte Carlo.
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Método de Monte Carlo

3.1 Algoritmo Metropolis

Avaliação direta de somas como a da equação (2.4) é impraticável, uma vez que o número

de configurações aumenta exponencialmente com o tamanhoN do sistema. Métodos de si-

mulação de Monte Carlo superam este problema gerando um subconjunto de configurações

característico, que é usado como uma amostra estatística. Eles são baseados na noção de amos-

tragem por importância, em que um conjunto de configurações de spinss1,s2, . . . ,sM é gerado

de acordo com a distribuição de probabilidade de Boltzmann (veja equação (2.5)). Então, a

equação (2.4) é reduzida a uma média aritmética simples,

〈A〉 ≈ 1
M

M

∑
i

A(si), (3.1)

na qual o número de configurações na amostra,M, é muito menor queqN, o número total de

configurações. A estimativa será tanto melhor quanto maior for o valor deM.

Um dos algoritmos mais utilizados para amostrar as configurações aleatoriamente é o algo-

ritmo de Metropolis que gera a distribuição de probabilidade de Boltzmann [20]. O algoritmo

permite essencialmente que configurações mais prováveis tenham mais chance de ocorrer na

média das grandezas de interesse. O algoritmo pode ser descrito como segue.

• Escolhemos uma configuração arbitráriasi , i = 0.

• Sorteamos uma nova configuraçãosi+1 aleatoriamente.

• Calculamos∆E = Esi+1 −Esi , em que a energia E é dada pelo hamiltoniano descrito na

equação (2.1).

– Se∆E ≤ 0, então a mudança é aceita. Ou seja, se o sistema vai para uma nova

configuração mais provável ela é aceita.

15
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– Se∆E > 0, a mudança pode ainda ser aceita com uma probabilidadep= exp(−β∆E).

Geramos um número aleatórioε uniformemente distribuído no intervalo[0,1], se

ε ≤ p a mudança é aceita, caso contrário uma nova configuração é sorteada aleato-

riamente e o processo é repetido.

O algoritmo de Metropolis possibilita, assim, que se procure por configurações estacioná-

rias que são energeticamente favoráveis para os sistemas físicos. Como a configuração inicial

é arbitrária, descartamos os primeiros passos para que o sistema se equilibre.

3.2 Algoritmo Wang-Landau

Enquanto o número total de configurações cresce exponencialmente com o tamanho do

sistema, o número total de níveis de energia possíveis cresce linearmente com o tamanho do

sistema, então é menos custoso calcularg(E) com um passeio aleatório no espaço de energia

para um sistema grande. Por exemplo, para um modelo de Potts com q estados, em um qua-

dradoLxL com interações do vizinho mais próximo, o número de níveis deenergia possíveis

paraq≥ 3 é cerca de 2N, em queN = L2 é o número total de sítios no quadrado. Em contraste,

o número médio de possíveis estados para cada nível de energia é maior queqN/2N, em que

qN é o número total de possíveis configurações do sistema. Claramente, computadores atuais

não são capazes de realizar todos os estados possíveis para calcular qualquer grandeza termo-

dinâmica ainda que a maioria dos modelos em física estatística seja bem definida. É por isso

que algoritmos de simulação eficiente e rápida são requeridos nas investigações numéricas.

O método de simulação de Monte Carlo, dito padrão, é flexível e de fácil implementação.

Porém, próximo às transições de fase este método apresenta ineficiências devido às grandes flu-

tuações e correlações espaço-temporais que se desenvolvem. Por exemplo, barreiras de energia

livre separando estados metaestáveis de estáveis de transições de fase de primeira ordem po-

dem evitar que todo espaço de regiões de configurações importantes seja amostrado. Problemas

similares surgem devido ao perfil de energia áspera ou desaceleração crítica próxima às tran-

sições de fase de segunda ordem. Muitos algoritmos mais eficientes têm sido propostos para

contornar este problema, mas eles são um tanto limitados em aplicabilidade e não calculam a

densidade de estados,g(E), corretamente para sistemas grandes. O algoritmo de Wang-Landau

[18] oferece vantagens substanciais sobre as aproximaçõesde Monte Carlo existentes.

Uma das características mais atraentes do algoritmo de Wang-Landau é que mesmo para

determinar densidades de estado com picos acentuados, quase nenhum conhecimento da fun-
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ção é requerido. Inicia-se a simulação com uma densidade plana, ou seja,g(E) = 1, que au-

tomaticamente se adapta e se molda com acuracidade cada vez maior durante cada passo de

Wang-Landau.

Para extrair o comportamento coletivo (macroscópico) de umsistema de partículas inte-

ragentes é necessário realizar a mecânica estatística do sistema. Uma prescrição consiste em

obter a função de partição canônica

Z = ∑
{configurações}

e−βE = ∑
E

g(E)e−βE (3.2)

em queβ = 1/(kBT). A energiaE é dada pelo hamiltoniano da equação (2.1).

A densidade de estados permite calcular em todas as regiões de temperatura sem simulações

múltiplas a maioria das grandezas termodinâmicas tais comoenergia livre e entropia, que não

são diretamente avaliadas a partir de simulações de Monte Carlo convencionais. A conexão

com a termodinâmica é obtida através da energia livre de Helmholtz

F = −kT log(Z) (3.3)

a partir da qual as grandezas termodinâmicas são calculadastomando-se derivadas apropriadas.

Outras propriedades termodinâmicas podem também ser calculadas a partir da densidade

de estados, por exemplo, a energia interna é dada por:

U(T) =
∑E Eg(E)e−βE

∑E g(E)e−βE
= 〈E〉T (3.4)

e o calor específico pode ser estimado a partir das flutuações na energia interna:

C(T) =
∂U(T)

∂T
=

〈E2〉T −〈E〉2
T

T2 (3.5)

Portanto, uma única simulação poderia ser suficiente para fornecer todas as informações inte-

ressantes sobre o sistema.

A densidade de estadosg(E), porém, é usualmente desconhecida. De fato, este é o obje-

tivo do Método de Wang-Landau ao calcular esta função e tal objetivo é alcançado da seguinte

forma. Primeiro, a densidade de estados é iniciada com um chute, digamos,g(E) = 1 para

todas as energiasE possíveis. Então, um passeio aleatório no espaço de energiaé iniciado

modificando spins aleatoriamente com a probabilidade para um dado nível de energia propor-

cional a 1/g(E). SeE1 e E2 são as energias antes e após a mudança do estado de um spin, a
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probabilidade de transição de um nível de energiaE1 para umE2 é:

p(E1 → E2) = min(
g(E1)

g(E2)
,1) (3.6)

Ou seja, seg(E1) ≥ g(E2) a transição deE1 paraE2 é aceita e seg(E1) < g(E2) o sistema pode

continuar emE1 ou passar paraE2 com probabilidadeg(E1)/g(E2).

Cada vez que um nível de energiaE é visitado, o valor existente é multiplicado pelo fator de

modificaçãof > 1, isto é,g(E)→ g(E)∗ f , tal que torna-se menos provável visitar estados com

a mesma energia novamente. Devido a este ajustamento iterativo do peso de amostragem, todas

as energias em um dado intervalo são geradas aproximadamente com a mesma probabilidade.

Mesmo quando o passeio aleatório rejeita a mudança, isto é, aenergia permanece inalterada,

g(E) é modificado com o mesmo fator. Uma razoável escolha do fator de modificação inicial é

f = f0 = e1 = 2,71828. . . que permiteg(E) se desenvolver rapidamente.

Durante o passeio aleatório, o histogramaH(E), o número de visitas para cada nível de

energiaE, é acumulado. Quando o histograma é aproximadamente plano,a densidade de es-

tados terá convergido para o valor verdadeiro com uma acuracidade proporcional ao fator de

modificação ln( f ). O fator de modificação é então reduzido para, por exemplo,f1 =
√

f0,

o histograma é zerado, e um novo passeio aleatório é iniciado. Este método iterativo con-

tinua até que o fator de modificação seja menor que um valor pré-definido, por exemplo,

f f inal = exp(10−8) ≃ 1,00000001).

O fator de modificação atua como um parâmetro de controle paraa acuracidade deg(E)

durante a simulação e também determina quantas varreduras de Monte Carlo são necessárias

para a simulação inteira. É impossível obter um histograma perfeitamente plano e o termo

“histograma plano” quer dizer que todas as entradas do histograma não são menores quex%

da média do histograma〈H(E)〉, em quex% é escolhido de acordo com o tamanho e comple-

xidade do sistema e a acuracidade desejada deg(E).

Note que o algoritmo não satisfaz exatamente a condição de balanceamento detalhado para

estágios iniciais da iteração já queg(E) é modificada constantemente durante o passeio alea-

tório. Porém, ele rapidamente converge para o verdadeiro valor depois de algumas iterações e

f → 1. Sep(E1 → E2) é a probabilidade de transição do nível de energiaE1 para o nívelE2, a

partir da equação (3.2), a razão das probabilidades de transição deE1 paraE2 e deE2 paraE1

é:

p(E1 → E2)

p(E2 → E1)
=

g(E1)

g(E2)
(3.7)
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em queg(E) é a densidade de estados. Em outras palavras, o algoritmo do passeio aleatório

satisfaz a condição de balanceamento detalhado:

1
g(E1)

p(E1 → E2) =
1

g(E2)
p(E2 → E1) (3.8)

em que 1/g(E1) é a probabilidade para o nível de energiaE1 e p(E1 → E2) é a probabilidade

de transição deE1 paraE2 para o passeio aleatório. Por fim, a condição de balanceamento

detalhado é satisfeita com acuracidade proporcional ao fator de modificação ln( f ).

Podemos resumir o algoritmo de Wang-Landau da seguinte forma.

• sortear aleatoriamente uma configuração inicial

• calcular a energia dessa configuração

• sortear um spin e tentar invertê-lo

• calcular o custo energético associado a tal inversão

– ∆E

• calcular a energia associada a essa nova configuração

• verificar se o sistema muda para essa nova configuração

– p(E1 → E2) = min
(

g(E1)
g(E2)

,1
)

* seg(E1) ≥ g(E2): passa deE1 paraE2

* seg(E1) < g(E2) pode continuar emE1 ou passar paraE2 com probabilidade
g(E1)
g(E2)

• atualizarg(E) para a configuração escolhida

• atualizarH(E)

• atualizarf
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3.3 Amostragem Wang-Landau com intervalo auto-adaptativo

Uma versão de auto-adaptação do algoritmo de Wang-Landau, que é idealmente apropriada

para aplicação em sistemas com uma estrutura complicada da densidade de estados, foi pro-

posta por Tröster e Dellago [22]. Para produzir um histograma plano é necessário especificar o

intervalo de amostragem no espaço de energia e certificar quetodas as energias nesta faixa de

configurações acessíveis existem. De fato, se o sistema é proibido de visitar certos valores de

energia com a faixa especificada, o histograma de energia correspondente não se tornará plano

e o algoritmo não convergirá.

A primeira vista, isto pode ser considerado como uma questãotrivial. Poder-se-ia, por

exemplo, resolver o problema de energias inacessíveis dividindo toda faixa de energia em mui-

tas janelas sobrepostas e realizar separadamente uma simulação de Wang-Landau em cada uma

destas janelas. Possíveis energias inacessíveis ocorrem com maior probabilidade nos limites

superior e inferior da faixa de energia (ver figura (3.1)). Portanto, janelas correspondentes a

tais energias seriam descartadas e a densidade de estados calculada apenas a partir das janelas

onde há convergência.

No caso de modelos contínuos, o problema de possíveis furos pode ocorrer, porém, em

sistemas discretos espera-se que isso ocorra como uma regra. Problemas graves também po-

dem surgir se as densidades são calculadas como uma função demais de uma variável. Con-

siderando o campo magnéticoH a soma sobre as configurações na equação (3.2) pode ser

convenientemente escrita como

Z = ∑
E,M

g(E,M)exp(−βH ) (3.9)

em queg(E,M) é o número de configurações microscópicas do sistema com energia E e mag-

netizaçãoM. A funçãog(E,M) é conhecida como densidade de estados.

Não procedemos ao cálculo deg(E,M) pois o histograma envolveria uma dimensão supe-

rior ao histograma parag(E) o que tornaria mais complexa a implementação eg(E) é suficiente

para realizar os agrupamentos através do cálculo do calor específico. Utilizamos a proposta

para determinação do espaço acessível de energia e magnetização o que torna mais eficiente o

método Wang-Landau, pois evita que configurações não sejam visitadas e que o passeio ale-

atório fique armadilhado em alguma configuração inexistente. Apesar de não trabalharmos

diretamente com a magnetização, determinamos o espaço acessível de energia e magnetização

porque é mais simples determinar os limites inferior e superior da magnetização que envolve
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Figura 3.1 Limites inferior e superior da energia e magnetização para a base de dadosBUPA [21].

apenas soma de variáveis do que da energia que envolve multiplicação de variáveis.

A seguir será dada uma descrição do algoritmo em que os limites deE e M são determi-

nados adaptativamente durante a simulação. A fim de criar um histograma multidimensional,

primeiro obtemos os limites superior e inferior deE e M. Confinamos os parâmetros em uma

região retangular com os limites inferior e superior de magnetização denotados por(EL,ML) e

(EH ,MH), respectivamente.

Em seguida, escolhemos as larguras do histograma para ambosE eM. nE enM denotam os

números de caixas do histograma de largura(EH −EL)/nE e (MH −ML)/nM, respectivamente.

Os valores centrais da caixa(i, j) são denotados por(Ei,M j). Nesta grade no espaçoE−M,

são criados arranjos bi-dimensionais para as densidades deestado,g(E,M), e para a frequência

h(E,M) para cada par(E,M).

A ideia fundamental do algoritmo de Wang-Landau modificado éregistrar sucessivamente

os valores mínimo e máximo absolutosEmin(M j) eEmax(M j) para cada índice de magnetização

M j em cada passo do passeio aleatório. Se inicializarmos o passeio aleatório escolhendo uma

configuração de spin aleatória com energia na caixa centradaemEk e a magnetização na caixa

centrada emMl , estes valores servirão então como valores iniciaisEmax(Ml ) = Emin(Ml ) = Ek.

Sempre que durante a simulação uma nova magnetização ocorre, este método de inicialização
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é realizado para esta particular magnetização. Os limites de energiaEmax(M j) e Emin(M j) são

atualizados toda vez que uma energiaE fora do atual limite de energia pertecente aM j é encon-

trada. Para todos os valores de energia entre os limites de energia anterior e atual o histograma

correspondente e as entradas da densidade de estadosH(i, j) e g(i, j) são inicializados com 0

e 1, respectivamente. Por iteração deste método, o domínio da simulação de Wang-Landau ra-

pidamente se espalha no espaço paramétrico. O critério do histograma plano deve ser checado

após a realização de um número elevado, por exemplo, 106 passos aleatórios para evitar uma

parada prematura desta primeira amostragem do domínio. Ao longo da simulação, o histo-

gramaH(i, j) satisfaz um certo critério de histograma plano exceto para pontos fora dos limites

de certas áreas isoladas (“buracos”) dentro desta região, onde as entradas do histograma são

estritamente zero. Como uma segunda condição, insistimos que cada caixa do histograma seja

visitada no mínimo, por exemplo, 106 vezes. Para identificar a fronteira e buracos do domínio

do parâmetro, chamaremos de um “buraco” uma caixa(i, j) encontrada dentro da região do

parâmetro que tenha apenas entradas zero no histograma, enquanto o restante do histograma é

plano e permanece assim por um grande número de escolhas adicionais de movimentos aleató-

rios.

Uma vez que os buracos e as caixas fora do domínio de parâmetros foram determinados,

o algoritmo de Wang-Landau padrão é realizado simplesmenteignorando essas caixas na veri-

ficação do critério do histograma plano, o que equivale a aproximar g(E,M) por g(E,M) ≈ 0

para os correspondentes valores(E,M). Quando o passo de Wang-Landau é bem sucedido, a

região de parâmetro encontrada nesta amostragem do domínioé congelada.
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Resultados e Discussões

Para desenvolver o método de agrupamento proposto é necessário obter uma rede de vizi-

nhança que descreva os dados. Para isso, definimos um número médio de vizinhosK̂ e iden-

tificamos osK vizinhos de cada item. Em seguida verificamos quais as vizinhanças que serão

confirmadas de acordo com o critério de vizinho mútuo. Em seguida verificamos se há algum

item que tenha ficado desconectado, se houver, ele receberá como vizinho o item que estiver

mais próximo dele. Portanto o número de vizinhos não será exatamenteK, será um número

suficiente para gerar uma rede completamente conectada de vizinhos-mútuos.

Para verificar as configurações de energia e magnetização acessíveis procedemos ao método

proposto por Trüster e Delago. Varremos o espaço de energia emagnetização com critério de

paradaf = 0,001 eτ = 100 passos de Monte Carlo, em seguidaf = 0,001 eτ = 1000 e, por

fim, utilizamos o domínio obtido porf = 0,0001 eτ = 10000.

Podemos verificar na figura (4.1) que a medida que aumentamos os passos de MC con-

figurações que antes não haviam sido visitadas entram no domínio e poderão ser amostradas

e, por conseguinte, terem suas densidades de estados calculadas. Verificamos também que a

amostragem nas energias mais baixas (limite superior do gráfico) é mais problemática.

O espaço que contém as configurações acessíveis é peculiar a cada massa de dados. O

número de configurações acessíveis cresce com o tamanho da massa de dados e por isso pode-

se verificar que a área do domínio é maior nos dados com mais observações, conforme ilustra

a figura (4.2).

Apesar de verificarmos uma forma parecida, os limites dependem unicamente dos dados

que estão sendo estudados. Em geral, a forma do domínio assemelha-se a um triângulo com

um dos catetos praticamente paralelo ao eixo das abcissas, outro cateto inicia com uma curva

crescente e segue paralelo ao eixo das coordenadas. O limiteinferior, que seria comparável a

uma hipotenusa, é uma curva crescente que vai do eixo das coordenadas até o cateto paralelo

ao eixo das coordenadas.

A princípio, a região definida pelas magnetizações mínima e máxima e pelas energias mí-

nima e máxima seria retangular, porém o sistema não apresenta energias altas associadas a

23
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magnetizações também altas, pois há uma incompatibilidadeuma vez que energias altas são

próprias de grandes desordens, ou seja, magnetizações baixas, exceto quando a temperatura

é elevada. Por isso, verificamos que a região inferior fica fora do domínio. Desta forma fica

definida a região onde deveremos proceder à técnica Wang-Landau para calcular a densidade

de estados.
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Figura 4.1 Limites da energia e magnetização para a base de dados Íris utilizandoτ = 100 eτ = 1000
passos de Monte Carlo e critério de paradaf = 0,001.

Após obtido o domínio da energia e magnetização para cada sistema físico associado às

massas de dados, procedemos ao método Wang-Landau para obter as densidades de estado.

De posse da densidade de estados podemos avaliar a energia e ocalor específico em função

da temperatura e, então, identificar as temperaturas em que acorrelação spin-spin deve ser

avaliada para finalmente agrupar os dados.

Após identificadas as temperaturas em que existia o interesse em classificar os dados, cal-

culamos a função correlação spin-spin através do algoritmoMetropolis. O número de passos

de Monte Carlo (MCS) foi escolhido de acordo com a massa de dadose fomos aumentando os

valores até que a classificação ficasse estável, ou seja, obtivéssemos a mesma classificação para

uma dada temperatura em diferentes simulações.
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Figura 4.2 Limites da energia e magnetização para as bases de dados BUPA, Iris e Ruspini utilizando
τ = 10000 passos de Monte Carlo e critério de paradaf = 0,0001.

4.1 Aplicações

4.1.1 BUPA

Os dados conhecidos como BUPA Liver Disorders obtidos pela BUPA Medical Research

Company constam de uma amostra proveniente de 345 homens solteiros [21]. Os dados consis-

tem de 6 atributos e 2 classes com 200 e 145 indivíduos classificados de acordo com afecções

hepáticas. Cinco dos atributos são resultados de um exame de sangue (volume corporal mé-

dio, fosfatase alcalina, transferase amino aspartate, aminotransferase aspartata e gama glutamil

transpeptidase) e o último atributo é a quantidade de bebidaalcoólica ingerida por dia em me-

dida de doses de meio litro.

A figura (4.3) apresenta o comportamento da energia como função da temperatura. Verifica-

mos que para temperaturas acima de cerca de 0,14 o sistema torna-se insensível à temperatura

e a energia permanece constante. A partir desta temperaturao sistema degenera e os grupos

derretem-se, os objetos tornam-se descorrelacionados.
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A figura (4.4) apresenta o comportamento do calor específico como uma função da tem-

peratura para a base de dados BUPA. Cada valor máximo no calor específico está associado a

uma “transição de fases”. Nas correspondentes temperaturas ocorrem as quebras na estrutura

dos dados, tais quebras podem significar que novos grupos estão se formando ou apenas que

objetos estão migrando de algum grupo já existente.

A última transição apresenta o maior pico no qual o sistema degenera-se e cada objeto dos

dados pertence a um grupo distinto. Os spins correspondentes aos objetos encontram-se com-

pletamente decorrelacionados para temperaturas acima de 0,148.

Verificamos ao menos 6 transições de fases, o que nos dá uma ideia de que existem diversos

grupos ou existe uma certa hierarquia nos dados. Podemos confirmar a estrutura dos dados

procedendo à classificação em faixas distintas de temperatura entre as transições de fases.

Para efetuarmos uma classificação dos dados com o maior número possível de grupos de-

vemos verificar a correlação spin-spin numa faixa de temperatura entre a penúltima e a última

transições.

A tabela (4.1) apresenta os agrupamentos obtidos para várias temperaturas antes das tran-

sições de fases. Antes da primeira transição de fases, a uma temperatura próxima de 0,04 os

dados se dividem em três grupos com 338, 3 e 4 elementos. A medida que a temperatura vai

aumentando percebemos que os dados continuam apresentandoum grupo grande e alguns ele-

mentos deste grupo vão se soltando e formando novos grupos. Após a última transição de fases,

a uma temperatura de 0,15, os dados encontram-se muito descorrelacionados e divididos em

49 grupos. Podemos observar que a classificação fornecida pelos pesquisadores não concorda

com a aplicação do presente método.

Tabela 4.1 Resultado dos agrupamentos obtidos para a base de dados BUPA em diversas temperaturas.
Rede gerada com número médio de vizinhos mútuosK̂ = 15, prospecção do domínio realizada com
critério de paradaf = 10−4 e τ = 104 MCS, Wang-Landau realizado com critério de paradaf = 10−4 e
τ = 106 MCS, cálculo das correlações realizado comτ = 106 MCS.

Temperaturas Agrupamentos
0,04 3 grupos: 338;3;4
0,058 4 grupos: 332;3;6;4
0,075 8 grupos: 315;3;6;2;3;6;7;3
0,1 11 grupos: 302;3;3;6;2;4;8;6;5;2;4
0,128 17 grupos: 261;16;6;3;3;3;6;8;3;2;5;8;3;7;5;3;3
0,15 49 grupos: 4;10;10;33;37;18;5;15;8;2;3;3;2;5;4;

6;4;4;3;2;14;6;2;3;5;4;31;3;6;8;5;5;9;2;4;4;5;11;
4;6;5;6;3;3;3;3;3;2;2
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Figura 4.3 Energia em função da temperatura para a base de dados BUPA.

4.1.2 Iris

O conjunto de dados reais da planta Íris, fornecido pela Universidade da Califórnia em Ir-

vine [24], consiste de 150 objetos caracterizados por quatro medidas numéricas que descrevem

respectivamente o comprimento da sépala (cm), a largura da sépala (cm), o comprimento da

pétala (cm) e a largura da pétala (cm). Esse conjunto é composto de três grupos cada um com

50 objetos. Cada grupo representa um tipo diferente de plantaÍris que são chamadas de Íris

Setosa, Íris Versicolor e Íris Virginica. O grupo da Íris Setosa é linearmente separado dos gru-

pos das outras duas. Porém os grupos das Íris Versicolor e Íris Virginica não são separados

linearmente.

A figura (4.5) apresenta o comportamento da energia como função da temperatura. Ve-

rificamos que a partir de uma temperatura próxima de 0,06 o sistema se torna insensível à

temperatura e a energia permanece constante. Como o calor específico é a derivada da energia

a partir desta temperatura não observaremos nenhum pico na curva de calor específico em fun-

ção da temperatura.

O comportamento do calor específico em função da temperaturapara a base de dados Iris
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Figura 4.4 Calor específico em função da temperatura para a base de dados BUPA.

é apresentado na figura (4.6). Verificamos dois valores máximos relacionados a transições de

fases. A intensidade do pico apresenta relação com o número de ligações rompidas, ou seja o

número de spins envolvidos na mudança da estrutura do sistema e, por conseguinte, da estru-

tura dos dados.

Antes da primeira transição de fases, a uma temperatura de 0,013, observamos a presença

de dois grãos com 50 e 100 elementos. Próximo a primeira transição de fases, a uma tem-

peratura de 0,017, dois elementos migram criando um novo grão e observamos, portanto três

grupos com 50, 98 e 2 elementos. Tais elementos continuam correlacionados da mesma forma

até a temperatura de 0,07 quando verificamos 4 grãos com 50, 94, 4 e 2 elementos. Acima da

temperatura em que ocorre a última transição de fases, aproximadamente 0,11, os objetos estão

distribuídos em muitos grupos diferentes uma vez que os spins estão muito descorrelacionados.

Os agrupamentos obtidos para várias temperaturas são apresentados na tabela (4.2).
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Figura 4.5 Energia em função da temperatura para a base de dados Iris.

4.1.3 Ruspini

A base de dados conhecida como Ruspini [25] foi gerada em 1970 para testes de agrupa-

mentos e é composta de 75 objetos bidimensionais, ou seja, cada objeto é composto por duas

variáveis. O conjunto de dados Ruspini é formado por quatro grupos com 20, 23, 17 e 15 ele-

mentos em cada grupo.

A figura (4.8) apresenta o comportamento da energia como função da temperatura. Ve-

rificamos que até uma temperatura próxima de 0,14 o sistema é insensível à temperatura e a

energia permanece constante.

Na figura (4.9) apresentamos o gráfico do calor específico comofunção da temperatura da

base de dados Ruspini. Verificamos dois valores máximos do calor específico que devem estar

relacionados a transições de fases. Para confirmar se há uma quebra na estrutura dos dados

investigamos a função correlação spin-spin antes de tais picos.

A tabela (4.3) apresenta os agrupamentos obtidos para várias temperaturas. Antes da pri-

meira transição de fases a uma temperatura de 0,077 verificamos através da correlação spin-spin

a presença de quatro grãos com 20, 23, 17 e 15 elementos. Após aprimeira transição de fa-
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Figura 4.6 Calor específico em função da temperatura para a base de dados Iris.

ses, a uma temperatura de 0,103, surge um novo grão com três elementos formando um novo

grupo, e desta forma verificamos 5 grãos com 20, 23, 14, 3 e 15 elementos. A medida que a

temperatura aumenta verificamos que os grãos vão se desmanchando, após a segunda transição

de fases, a uma temperatura de 0,145, verificamos a presença de 14 grupos. Com o aumento

da temperatura verificamos que os objetos estão completamente descorrelacionados, ou seja os

objetos estão distribuídos em diversos grupos.

Através da aplicação do presente método verificamos que na temperatura de 0,077, antes

da primeira transição de fases, os grupos formados são exatamente os mesmos da classificação

verdadeira da base de dados Ruspini. Verificamos também que ostrês elementos que migram

na temperatura de 0,103, próximo à primeira transição de fases, são elementos que apesar de

pertencerem a um grupo de 17 elementos estão localizados um pouco distantes dos outros ele-

mentos como mostra a figura (4.7).

4.1.4 Cena tridimensional comK̂ = 15
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Tabela 4.2 Resultado dos agrupamentos obtidos para a base de dados Íris em diversas temperaturas.
Rede gerada com número médio de vizinhos mútuosK̂ = 15, prospecção do domínio realizada com
critério de paradaf = 10−4 e τ = 104 MCS, Wang-Landau realizado com critério de paradaf = 10−4 e
τ = 106 MCS, cálculo das correlações realizado comτ = 1011 MCS.

Temperaturas Agrupamentos
0,013 2 grupos: 50;100
0,017 3 grupos: 50;98;2
0,026 3 grupos: 50;98;2
0,04 3 grupos: 50;98;2
0,05 3 grupos: 50;98;2
0,08 5 grupos: 50;92;4;2;2
0,11 13 grupos: 50;46;4;3;4;10;5;13;4;2;5;2;2

Tabela 4.3 Resultado dos agrupamentos obtidos para a base de dados Ruspini em diversas temperaturas.
Rede gerada com número médio de vizinhos mútuosK̂ = 15, prospecção do domínio realizada com
critério de paradaf = 10−4 e τ = 104 MCS, Wang-Landau realizado com critério de paradaf = 10−4 e
τ = 106 MCS, cálculo das correlações realizado comτ = 109 MCS.

Temperaturas Agrupamentos
0,077 4 grupos: 20;23;17;15
0,103 5 grupos: 20;23;14;3;15
0,119 8 grupos: 10;4;6;23;8;3;6;15
0,129 9 grupos: 10;4;6;23;8;3;4;2;15
0,145 14 grupos: 6;4;3;7;20;3;8;3;4;2;7;3;3;2

Geramos 1000 pontos distribuídos uniformemente em uma esfera de raio 0,2 e 1000 pontos

distribuídos uniformemente em um toro com raios 0,1 e 0,5. A distribuição dos pontos pode

ser observada na figura (4.10).

A figura (4.11) exibe o comportamento da energia em função da temperatura e podemos

verificar que até uma temperatura próxima a 0,06 e a partir de uma temperatura próxima a 0,13

o sistema se torna insensível à temperatura e a energia permanece constante. Portanto, na faixa

entre estas temperaturas ocorrem os picos na curva do calor específico como função da tempe-

ratura.

O comportamento do calor específico em função da temperaturapara a base de dados figura

tridimensional é apresentado na figura (4.12). Verificamos vários valores máximos relaciona-

dos a transições de fases. A intensidade do pico apresenta relação com o número de ligações

rompidas, ou seja o número de spins envolvidos na mudança da estrutura do sistema e, por

conseguinte, da estrutura dos dados.
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Figura 4.7 Distribuição das observações da massa de dados Ruspini.

Nas temperaturas próximas a 0,065, 0,070, 0,075, 0,078 e 0,081 verificamos picos pouco

intensos. O pico mais acentuado é verificado numa temperatura próxima de 0,116. Após esta

temperatura verificamos ainda dois valores máximos.

A tabela (4.4) apresenta os agrupamentos obtidos para várias temperaturas inferiores às

temperaturas em que ocorrem as transições de fases. Antes daprimeira transição de fases, a

uma temperatura de 0,05, observamos a presença de dois grãoscom 1000 e 1000 elementos.

Após esta temperatura um dos grãos vai se dissolvendo. Na temperatura de 0,078 um dos grãos

se desfez e o outro grão continua com os 1000 elementos.

4.1.5 Cena tridimensional comK̂ = 10

Os dados referentes a esta análise são os mesmos gerados paraa análise anterior, 1000 pon-

tos pertencentes à uma esfera de 0,2 e 1000 pontos pertencentes a um toro de raios 0,1 e 0,5. O

que distingue esta análise é a rede gerada com um número médiode vizinhos mútuoŝK = 10.

A figura (4.13) apresenta o comportamento da energia em função da temperatura e pode-

mos verificar que até uma temperatura próxima a 0,03 e a partirde uma temperatura próxima a

0,1 o sistema se torna insensível à temperatura e a energia permanece constante. Portanto, na

faixa entre estas temperaturas ocorrem os picos na curva do calor específico como função da
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Figura 4.8 Energia em função da temperatura para a base de dados Ruspini.

temperatura.

O comportamento do calor específico em função da temperaturapara a base de dados figura

tridimensional é apresentado na figura (4.14). Nas temperaturas próximas a 0,02, 0,04, 0,048

verificamos picos pouco intensos, nas temperaturas de 0,06,0,067, 0,07 e 0,078 verificamos

picos mais acentuados e na temperatura de 0,1 verificamos o maior pico no calor específico.

A tabela (4.5) apresenta os agrupamentos obtidos para várias temperaturas inferiores às

temperaturas em que ocorrem as transições de fases. Antes daprimeira transição de fases, a

uma temperatura de 0,026, observamos a presença de dois grãos com 1000 elementos cada.

Após a primeira transição de fases, a uma temperatura de 0,032, os dados continuam distribuí-

dos em dois grupos com 1000 elementos cada. Com o aumento da temperatura um dos grupos

vai se desfazendo. Na temperatura de 0,075 um dos grãos se desfez e o outro grão continua

com os 1000 elementos.

4.1.6 Cena tridimensional comK̂ = 6
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Figura 4.9 Calor específico em função da temperatura para a base de dados Ruspini.

Os dados referentes a esta análise são os mesmos gerados paraas duas análises anteriores,

1000 pontos pertencentes à uma esfera de 0,2 e 1000 pontos pertencentes a um toro de raios 0,1

e 0,5. O que distingue esta análise é a rede gerada com um número médio de vizinhos mútuos

K̂ = 6.

A figura (4.15) apresenta o comportamento da energia em função da temperatura e pode-

mos verificar que até uma temperatura próxima a 0,04 e a partirde uma temperatura próxima a

0,16 o sistema se torna insensível à temperatura e a energia permanece constante. Portanto, na

faixa entre estas temperaturas ocorrem os picos na curva do calor específico como função da

temperatura.

O comportamento do calor específico em função da temperaturapara a base de dados figura

tridimensional é apresentado na figura (4.16). O gráfico mostra cerca de 23 picos no calor es-

pecífico associados à transições de fases. Na temperatura próxima a 0,087 verificamos o maior

pico no calor específico.

A tabela (4.6) apresenta os agrupamentos obtidos para várias temperaturas. Antes da pri-

meira transição de fases, a uma temperatura de 0,01, observamos a presença de três grãos com

1000, 993 e 7 elementos. Após a primeira transição de fases, auma temperatura de 0,019, os

dados se distribuem em 5 grupos. Com o aumento da temperatura os dois grupos maiores vão
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Figura 4.10 Distribuição dos dados objeto tridimensional

se desfazendo. Na temperatura de 0,06 um dos grãos se desfez completamente e o maior grão

apresenta 982 elementos.

Percebemos que, apesar dos sistemas obtidos a partir de um número distinto de vizinhos

mútuos serem diferentes, o comportamento dos grãos é similar e antes da primeira transi-

ção de fases obtivemos a classificação correta, ou no último casoK̂ = 6, muito próxima da

classificação correta. Com o aumento da temperatura, um dos grupos permanece fortemente

correlacionado, enquanto o outro grupo se desfaz.

4.1.7 Cena tridimensional com ruído

Os dados referentes a esta análise é composto dos mesmos gerados para as duas análises

anteriores, 1000 pontos pertencentes à uma esfera de 0,2 e 1000 pontos pertencentes a um toro

de raios 0,1 e 0,5 e acrescentamos um ruído de 1000 pontos distribuídos aleatoriamente no vo-

lume que a figura ocupa. Utilizamos para gerar a rede um númeromédio de vizinhos mútuos

K̂ = 8.

A figura (4.17) apresenta o comportamento da energia em função da temperatura e pode-

mos verificar que até uma temperatura próxima a 0,05 e a partirde uma temperatura próxima a

0,16 o sistema se torna insensível à temperatura e a energia permanece constante. Portanto, na

faixa entre estas temperaturas ocorrem os picos na curva do calor específico como função da

temperatura.
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Figura 4.11 Energia em função da temperatura para a base de dados figura tridimensional.

O comportamento do calor específico em função da temperaturapara a base de dados figura

tridimensional é apresentado na figura (4.18). O gráfico mostra cerca de 22 picos no calor es-

pecífico associados à transições de fases. Na temperatura próxima a 0,103 verificamos o maior

pico no calor específico.

A tabela (4.7) apresenta os agrupamentos obtidos para várias temperaturas. Antes da pri-

meira transição de fases, a uma temperatura de 0,014, observamos a presença de 14 grãos com

um grupo maior formado por 2958 elementos. Com o aumento da temperatura o grupo maior

vai se desfazendo. Na temperatura de 0,042 percebemos que o grão maior se divide em dois

grandes grãos com 1372 e 1121 elementos e os outros elementosse distribuem em 109 gru-

pos menores. A uma temperatura de 0,072 os dados continuam distribuídos em dois grandes

grupos com 1305 e 1114 elementos e os outros elementos distribuídos em 164 pequenos grupos.
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Figura 4.12 Calor específico em função da temperatura para a base de dados figuratridimensional.

Tabela 4.4 Resultado dos agrupamentos obtidos para a base de dados figura tridimensional em diversas
temperaturas. Rede gerada com número médio de vizinhos mútuosK̂ = 15, prospecção do domínio
realizada com critério de paradaf = 10−4 e τ = 103 MCS, Wang-Landau realizado com critério de
paradaf = 10−4 e τ = 103 MCS, cálculo das correlações realizado comτ = 106 MCS.

Temperaturas Agrupamentos
0,05 2 grupos: 1000;1000
0,06 3 grupos: 998;2;1000
0,068 18 grupos: 912;17;19;4;8;9;2;2;3;3;3;2;4;2;3;5;2;1000
0,072 28 grupos: 886;17;15;4;4;2;4;7;2;2;2;7;3;3;3;4;2;6;2;2;

2;4;3;6;2;3;3;1000
0,078 112 grupos: 101;11;22;38;11;14;2;6;31;4;5;2;24;45;3;3;

13;13;2;8;18;26;12;2;2;3;10;4;51;16;18;23;28;7;4;5;17;
20;40;16;6;2;10;6;7;4;2;5;6;20;7;2;16;2;26;10;7;3;3;5;3;
4;2;8;4;2;10;2;6;2;2;7;5;4;6;2;2;2;6;4;8;3;2;2;3;3;2;2;3;
3;3;2;3;2;3;3;2;2;5;4;3;2;2;3;2;3;3;2;4;3;2;2;3;2;2;1000
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Figura 4.13 Energia em função da temperatura para a base de dados figura tridimensional comK̂ = 10.

Tabela 4.5 Resultado dos agrupamentos obtidos para a base de dados figura tridimensional em diversas
temperaturas. Rede gerada com número médio de vizinhos mútuosK̂ = 10, prospecção do domínio
realizada com critério de paradaf = 10−4 e τ = 103 MCS, Wang-Landau realizado com critério de
paradaf = 10−4 e τ = 103 MCS, cálculo das correlações realizado comτ = 106 MCS.

Temperaturas Agrupamentos
0,026 2 grupos: 1000;1000
0,032 2 grupos: 1000;1000
0,044 4 grupos: 994;4;2;1000
0,051 7 grupos: 987;2;3;2;3;3;1000
0,063 15 grupos: 925;17;24;4;8;2;2;3;2;4;2;3;2;2;1000
0,07 24 grupos: 904;21;7;2;9;9;2;2;3;2;2;2;4;3;4;2;5;

2;3;3;4;3;2;1000
0,075 122 grupos: 94;55;38;31;4;14;10;12;3;5;5;2;2;7;

3;2;3;4;2;9;15;17;18;13;2;2;6;10;4;4;26;2;18;3;4;
18;7;22;4;11;11;13;21;33;17;5;4;3;16;2;10;6;29;
4;13;3;6;2;20;8;2;2;23;15;7;3;6;3;5;16;5;2;6;2;2;
2;10;2;7;2;5;2;7;4;8;9;2;3;2;2;2;3;14;3;3;2;2;4;3;
2;5;2;2;3;2;2;2;2;3;3;4;6;2;4;6;2;2;3;2;2;1000
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Figura 4.14 Calor específico em função da temperatura para a base de dados figuratridimensional com
K̂ = 10.
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Figura 4.15 Energia em função da temperatura para a base de dados figura tridimensional comK̂ = 6.
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Figura 4.16 Calor específico em função da temperatura para a base de dados figuratridimensional com
K̂ = 6.
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Tabela 4.6 Resultado dos agrupamentos obtidos para a base de dados figura tridimensional em diversas
temperaturas. Rede gerada com número médio de vizinhos mútuosK̂ = 6, prospecção do domínio
realizada com critério de paradaf = 10−4 e τ = 103 MCS, Wang-Landau realizado com critério de
paradaf = 10−4 e τ = 103 MCS, cálculo das correlações realizado comτ = 106 MCS.

Temperaturas Agrupamentos
0,01 3 grupos: 1000;993;7
0,019 5 grupos: 993;4;3;993;7
0,027 7 grupos: 987;4;3;2;4;993;7
0,033 12 grupos: 975;3;4;3;2;2;4;2;3;2;993;7
0,037 16 grupos: 956;3;3;8;4;3;2;3;2;4;2;3;5;2;993;7
0,041 18 grupos: 957;3;3;4;3;2;3;2;2;2;4;2;3;5;3;2;993;7
0,047 33 grupos: 724;9;53;3;7;2;4;123;6;13;3;3;4;2;3;2;2;

2;3;2;2;2;4;2;3;3;2;5;2;3;2;993;7
0,052 50 grupos: 531;98;3;53;3;7;2;2;4;108;9;38;11;4;9;6;

13;3;3;5;4;2;3;6;10;2;6;2;2;3;2;3;2;2;3;2;2;4;3;3;2;
3;3;2;5;2;3;2;993;7

0,06 103 grupos: 165;33;44;3;8;9;3;7;2;2;68;3;8;4;58;9;14;
42;2;24;11;6;46;19;6;12;15;4;10;20;31;16;5;8;6;13;
9;6;26;7;7;10;3;3;3;5;2;4;2;7;3;4;3;6;2;6;2;2;2;14;2;
2;2;2;4;5;7;3;2;3;2;2;9;3;3;2;2;4;3;3;6;2;2;2;3;3;3;3;
3;4;2;2;5;7;2;3;3;2;2;982;7;4;7
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Figura 4.17 Energia em função da temperatura para a base de dados figura tridimensional com ruído.
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Figura 4.18 Calor específico em função da temperatura para a base de dados figuratridimensional com
ruído.
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Tabela 4.7 Resultado dos agrupamentos obtidos para a base de dados figura tridimensional com ruído
em diversas temperaturas. Rede gerada com número médio de vizinhos mútuos K̂ = 8, prospecção do
domínio realizada com critério de paradaf = 10−4 eτ = 103 MCS, Wang-Landau realizado com critério
de paradaf = 10−4 e τ = 103 MCS, cálculo das correlações realizado comτ = 106 MCS.

Temperaturas Agrupamentos
0,014 14 grupos: 2958;4;9;3;2;5;3;2;2;2;3;3;2;2
0,025 36 grupos: 2854;16;3;4;6;11;4;9;3;2;3;3;2;4;7;3;2;5;

15;3;2;2;2;4;2;3;3;2;2;2;3;4;4;2;2;2
0,031 63 grupos: 2715;2;7;4;8;4;14;23;4;8;6;6;6;4;3;9;9;10;

3;2;7;3;3;3;2;4;7;3;2;6;10;3;2;3;11;3;2;2;6;9;2;2;3;
2;4;4;2;3;3;2;2;3;2;2;2;2;5;3;4;4;2;2;2

0,042 111 grupos: 1372;1121;2;3;5;4;5;9;4;3;16;9;7;4;3;6;4;
10;6;7;6;4;3;9;9;5;3;2;7;6;2;18;14;7;28;3;3;3;2;4;5;
12;2;16;4;5;3;8;2;6;7;6;6;4;3;3;5;3;6;3;7;2;2;2;3;2;
4;2;2;2;3;3;5;3;3;2;2;5;4;4;2;4;4;5;3;3;2;2;3;2;3;3;
2;3;6;2;4;2;2;2;2;5;2;3;4;4;4;2;2;2;2

0,072 166 grupos: 1305;2;2;3;10;2;3;2;2;2;3;1114;2;10;4;2;
4;4;3;10;4;3;15;3;8;4;3;2;4;4;4;9;4;5;6;4;5;7;4;2;3;
2;3;7;6;3;2;5;11;5;4;6;3;3;3;2;3;9;4;2;9;4;3;5;3;4;
2;7;4;2;4;3;4;3;3;3;5;5;3;2;6;3;2;2;2;3;3;2;4;2;2;3;
2;2;5;4;3;3;5;3;3;2;2;2;4;4;6;2;3;4;4;4;3;2;3;5;5;3;
2;3;3;3;2;2;3;2;5;2;2;3;3;2;2;3;2;2;2;2;6;2;4;2;2;2;
2;2;2;3;4;4;4;3;2;2;3;2;3;4;2;2;2;2;3;2;2;2



CAPÍTULO 5

Conclusões

O método de agrupamento de dados superparamagnético classificou corretamente as bases

de dados bidimensionais e tridimensionais. O que aconteceufora do esperado é que ao ve-

rificar a função de correlação spin-spin a uma temperatura inferior a temperatura da primeira

transição de fases os agrupamentos obtidos foram as verdadeiras. Acreditamos que ao gerar a

rede completamente conectada as correlações entre os pontos de dados foram armazenadas e a

estrutura presente nos dados identificada. Os nossos resultados corroboram com o esperado a

respeito da dependência do método com o valor atribuído parao número de vizinhos mútuos,

acima dek = 10 o método apresentou resultados muito semelhantes, embora o sistema físico

seja diferente e, consequentemente, as grandezas termodinâmicas associadas também sejam

diferentes.

Ao classificar a base de dados da planta Íris o método apresentou a separação do grupo, que

é linearmente independente dos outros dois grupos, a um temperatura inferior a temperatura da

primeira transição de fases. Acima da temperatura em que ocorre a última transição de fases

verificamos que o grupo linearmente independente continua perfeitamente classificado, o se-

gundo grupo que deveria conter 50 elementos se apresenta dividido em dois grupos com 46 e 4

elementos e o os outros 50 elementos que deveriam pertencer aum único grupo está dividido

em 10 pequenos grupos.

Na base de dados BUPA a classificação em dois grupos de acordo com a presença ou não

de afecções hepáticas não foi encontrado em nenhuma das temperaturas em que procedemos

à classificação. Não sabemos se o método identifica alguma estrutura presente nos dados que

levaria a uma classificação diferente, uma vez que o método não se propõe a explicar a natureza

dos agrupamentos encontrados, ou se em altas dimensionalidades o método apresenta alguma

falha.

Uma dificuldade encontrada na aplicação do método foi a definição da faixa de temperatura

em que deveríamos proceder a classificação dos dados, pois transições de fases de primeira

ordem em sistemas finitos geram instabilidades e a classificação pode variar com pequenas al-

terações na temperatura escolhida.

46



CAPÍTULO 5 CONCLUSÕES 47

Os resultados obtidos não nos permitem concluir a eficiênciado método de agrupamento

superparamagnético de dados proposto por Domany et al. [15]. Um próximo passo na investi-

gação seria calcular as densidades de estado bidimensionais g(E,M). Investigações a respeito

da interferência do método de Monte Carlo empregado para resolver o sistema físico também

podem ser feitas para validar o método, assim como comparar os resultados obtidos a partir de

simulações realizadas em diferentes ensembles.
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