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PRÓ-REITORIA DE PESQUISA E PÓS-GRADUAÇÃO
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de relacionamento. Nos dias mais felizes e mais tristes você esteve comigo me incentivando,
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Resumo

Análise topológica de dados (TDA), que se refere a utilização de ferramentas topológicas

em dados, ganhou impulso considerável nos últimos anos. O TDA combina elementos de

topologia algébrica e outras ferramentas da matemática pura para permitir um estudo útil da

forma dos dados através de homologia persistente. Mais recentemente TDA está sendo usado para

estudar séries temporais. Neste trabalho, aplicamos técnicas da Análise Topológica de Dados,

mais precisamente, usamos homologia persistente para calcular caracterı́sticas topológicas mais

persistentes em dados de séries de commodities agrı́colas: açúcar, etanol e petróleo, no perı́odo

de 25/01/2010 à 31/12/2018. Utilizamos diagramas de persistência para representar as saı́das

obtidas e utilizamos a distância de bottleneck para avaliar o grau de similaridade entre os pares

de commodities estudados. Os resultados obtidos mostraram que maiores distâncias no diagrama

de persistência foram obtidas nas séries de retorno e volatilidade para pares de petróleo/açúcar e

petróleo/etanol, onde correlações menores evidenciam baixa similaridade entre as séries. Tais

resultados são validados com o estudo de (LIMA et al., 2019; SILVA et al., 2019) e se justificam

para o primeiro par, pela relação entre custo do transporte e a influencia que isso provoca no

preço final, para o segundo par, pela concorrência no mercado, pois se tratam de combustı́veis

que compõem o mercado energético.

Palavras-chave:Análise Topológica de Dados,Homologia Persistente, Análise To-

pológica de Dados para Séries Temporais
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Abstract

Topological Data Analysis (TDA), which refers to the use of topological data tools, has

gained considerable momentum in recent years. TDA combines elements of algebraic topology

and other tools of pure mathematics to enable useful study of data form through persistent

homology. More recently TDA is being used to study time series. In this work, we apply

Topological Data Analysis techniques, more precisely, we use persistent homology to calculate

more persistent topological characteristics in data from series of agricultural commodities: sugar,

ethanol and crude oil, from January 25, 2010 to December 31, 2018. We use persistence

diagrams to represent the outputs obtained and we use the bottleneck distance to evaluate the

degree of similarity between the studied commodity pairs. The results obtained showed that

greater distances in the persistence diagram were obtained in the return and volatility series for

crude oil / sugar and crude oil / ethanol pairs, where smaller correlations show low similarity

between the series. These results are validated with the study of (LIMA et al., 2019; SILVA et

al., 2019) and are justified for the first pair, by the relationship between transport cost and the

influence that this has on the final price, for the second pair, by market competition, since These

are fuels that make up the energy market.

Keywords:: Topological Data Analysis, Persistent Homology, Topological Data Analysis

for time series.
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1

CAPÍTULO 1
Introdução

1.1 Introdução

Com o desenvolvimento da ciência e tecnologia, dados de mais diversos tipos estão

sendo produzidos em larga escala. Com a grande produção desses dados, se fez necessário

a adaptação de técnicas já existentes e criação de outras para analisá-los e avaliá-los pois as

técnicas tradicionais de análise de dados nem sempre acompanham a quantidade e a complexidade

explosivas destes. Para análise desse tipo de dado utilizar a metodologia de criação de modelo,

simulação e avaliação não é viável. Essa execução é útil para resolver problemas clássicos, onde

a teoria vem sendo amplamente estudada, de modo que pode ser adaptada ao modelo que será

criado. Portanto, para processar tais dados precisaremos primeiro definir uma hipótese concreta

das caracterı́sticas dos dados que podem ser testadas (SNÁŠEL et al., 2017; CARLSSON, 2009).

Neste sentido, utilizaremos a topologia como ferramenta matemática que possibilita a

visualização e organização dos dados, de modo que estruturas que técnicas convencionais não

capturam sejam percebidas. Com a Análise Topológica de Dados (Topological Data Analysis -

TDA) é possı́vel criar uma “representação comprimida” de todas as caracterı́sticas dos dados para

rapidamente ajudar a desvendar padrões e relacionamentos do conjunto dados. O formalismo

matemático, que foi desenvolvido para a incorporação de técnicas geométricas e topológicas

(CARLSSON, 2009), lida com nuvens de pontos, ou seja, conjuntos finitos de pontos imersos

em um espaço multidimensional, geralmente Euclidiano. Então, são adaptadas ferramentas dos

vários ramos da geometria e da topologia para o estudo destes conjuntos que são amostras finitas,
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tomadas a partir de um objeto geométrico, possivelmente com ruı́do. A topologia fornece uma

linguagem formal para a matemática qualitativa, onde as relações de proximidade (ou vizinhança)

são estudadas, sem o uso de distâncias. A ideia de construção de resumos das caracterı́sticas dos

dados envolve a compreensão da relação entre objetos topológicos e geométricos, (SNÁŠEL et

al., 2017).

Devido ao rápido crescimento na gama de aplicações da topologia surge a necessidade de

algoritmos eficientes para computar caracterı́sticas dos dados tais como: grupos de homologia,

homologia persistente e etc. Há uma variedade de estratégias que foram adotadas. Uma destas

sugere ver a diagonalização de Smith (CARLSSON, 2009) como um problema puramente

algébrico e, em seguida, buscar um algoritmo ideal. A análise de pior caso de tais algoritmos

sugere uma complexidade supercúbica em relação ao tamanho do complexo, que é proibitivo

para grandes conjuntos de dados. Uma estratégia alternativa é desenvolver algoritmos eficientes

para problemas restritos, por exemplo, restringindo a dimensão do complexo ou restringindo a

computação à dos números de Betti (CARLSSON et al., 2012).

Embora a abordagem de usar ferramentas de topologia para resolver problemas dados por

séries temporais tenha sido utilizada no passado (MULDOON et al., 1993), a Análise Topológica

de Dados (TDA) tornou-se famosa como um tópico de pesquisa através dos trabalhos de (EDELS-

BRUNNER; HARER, 2010) e (CARLSSON, 2009). Atualmente, tem sido utilizada com sucesso

em redes cósmicas (WEYGAERT et al., 2011), análise de formas (CARRIÈRE; OUDOT; OVS-

JANIKOV, 2015; BONIS et al., 2016), análise de dados biológicos (KOVACEV-NIKOLIC et

al., 2016; WANG; OMBAO; CHUNG, 2018), redes de sensores (ADAMS; CARLSSON, 2015),

bem como outros campos.

A utilização de TDA para séries temporais é uma área relativamente nova e de

rápido desenvolvimento, com aplicações a diversas áreas. BERWALD; GIDEA; VEJDEMO-

JOHANSSON utilizaram TDA em análises climáticas. KHASAWNEH; MUNCH usaram noções

de persistência em nuvens de pontos em várias janelas de séries temporais para rastrear a estabi-

lidade de sistemas dinâmicos. PEREA; HARER utilizaram a noção de persistência máxima dos

grupos de homologia para quantificar a periodicidade das séries temporais. PEREIRA; MELLO

usaram técnicas advindas da homologia persistente para reunir populações de Tribolium (besou-



1. Introdução 3

ros). UMEDA utilizou caracterı́sticas topológicas de grupos de homologia uni e bidimensional

como entrada em redes neurais convolucionais para classificação de séries temporais em três

domı́nios diferentes. GIDEA; KATZ exploraram o uso do TDA em séries temporais financeiras.

Sabe-se que séries temporais não possuem originalmente representações em forma de

nuvens de pontos. A transformação de uma série temporal para uma nuvem de pontos pode

ser feita através da imersão de Takens, uma janela deslizante (TAKENS, 1981), garantindo a

preservação das propriedades topológicas da série temporal. Esta técnica consiste em transformar

uma série temporal em seu espaço de fase, ou seja, em uma nuvem de pontos ou um conjunto de

pontos, com dois parâmetros, τ que é chamado parâmetro de atraso e d que especifica a dimensão

da nuvem de pontos. Aqui o grande problema é a determinação dos valores desses parâmetros.

O uso de imersão de Takens é justificado matematicamente por um teorema (TAKENS,

1981), no qual é demonstrado que, para um d suficientemente grande, quase todas as opções de

parâmetro de atraso τ permitem a detecção de quaisquer ciclos existentes, desde que haja um

número infinito de dados sem ruı́dos. No entanto, os sinais do mundo real são dados finitos e

com ruı́do. Assim, a falta de tais propriedades fazem com que com que ciclos significativos não

sejam percebidos e/ou sejam observados falsos ciclos, dependendo da resolução assumida da

amostragem. Como resultado, apenas algumas poucas opções de τ podem realmente fornecer

resultados válidos sob amostragem ruidosa. Uma dificuldade primária no uso de imersão de

Takens é prever quais são essas opções válidas de d quando os parâmetros do sinal ou sistema

subjacente são desconhecidos.

Takens nada fala sobre como deve ser feita a escolha correta do delay. Aqui, a ideia é

encontrar um valor τ em que x(t + τ) tenha alguma correlação com x(t), mas esta não seja muito

forte. Baseados nesta ideia, métodos como método da função de autocorrelação e método da

informação mútua média são utilizados na determinação de tal parâmetro (MALETIĆ; ZHAO;

RAJKOVIĆ, 2016).

Nesse sentido a proposta deste trabalho é fazer um levantamento teórico completo sobre

a análise topológica de dados e aplica-la a séries agroambientais, mais especificamente séries de

commodities agrı́colas.



4 1.2. Objetivos

1.2 Objetivos

1.2.1 Objetivos Gerais

Utilizar Análise Topológica de Dados em Séries Temporais.

1.2.2 Objetivos Especı́ficos

• Fazer um estudo teórico sobre a Geometria e Topologia para dados;

• Utilizar as ferramentas desenvolvidas no estudo teórico para:

Analisar a relação entre o preço do açúcar e etanol brasileiro e preços internacionais

do petróleo, aplicando TDA e comparar a análise dos resultados com o grau de correlação

das séries de retorno e volatilidade afim de mostrar como o mercado externo difere

topologicamente do mercado interno.

1.3 Estrutura do Trabalho

Este trabalho esta divido em 6 capı́tulos.

Neste capı́tulo introdutório, apresentamos uma visão geral do trabalho, mostrando uma

breve apanhado histórico da teoria que será desenvolvida bem como os objetivos que pretendemos

alcançar.

No capı́tulo 2, é feito um levantamento de conceitos matemáticos importantes para o

entendimento de análise topológica de dados. Partimos de relação equivalência e em seguida

definimos uma estrutura algébrica munida com uma operação, um grupo. Com o desenvolvimento

de tal estrutura vamos agora olhar para a forma destas e com isso trataremos de sua topologia. Por

fim, usaremos métodos de topologia algébrica para contar a ocorrência de padrões geométricos

num dado espaço topológico.

No Capı́tulo 3, estudaremos a adaptação dos objetos definidos no capı́tulo 2, os grupos
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de homologia, para nosso propósito que é verificar quais caracterı́sticas topológicas persistem

nos diferentes nı́veis de filtração.

No capı́tulo 4, desenvolvemos uma forma de analisar séries temporais via TDA. Para fins

de aplicação da teoria desenvolvida analisaremos dados de commodities agrı́colas. Este capı́tulo

é encerrado com a proposta de comparação de commodities de açúcar, etanol e petróleo e relação

dos pares no mercado financeiro.

No capı́tulo 5, discutimos os resultados obtidos nas comparações dos pares de commodi-

ties via TDA com os resultados obtidos anteriormente.

Por fim, são feitas considerações finais acerca do trabalho e propostas de trabalhos

futuros.
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CAPÍTULO 2
Conceitos Preliminares

Neste capı́tulo, apresentaremos algumas definições e exemplos sobre relações de equi-

valência, teoria dos grupos e topologia algébrica que serão usados neste trabalho. Discutiremos

sobre grupos, complexos simpliciais sua realização geométrica e, posteriormente, introduziremos

grupos de homologia. Esses conceitos formarão a base para nossa abordagem topológica dos

dados.

2.1 Relações de equivalência

Nesta seção definiremos o que é uma relação de equivalência e apresentamos alguns

exemplos. Através de tais relações é possı́vel classificar e “agrupar” elementos de um certo

conjunto em classes onde dois elementos estão na mesma classe se são equivalentes pela relação.

Definição 2.1.1. (Relação de equivalência) Seja S um conjunto não vazio e ∼ uma relação em

S . Dizemos que a relação ∼ é de equivalência se, para quaisquer x, y, z ∈ S , são satisfeitas as

seguintes propriedades:

i. (Reflexiva) x ∼ x;

ii. (Simétrica)Se x ∼ y, então y ∼ x;

iii. (Transitiva) Se x ∼ y e y ∼ z, então x ∼ z.

Exemplo 2.1.1. A relação de igualdade em R é uma relação de equivalência. De fato, dados

x, y, z ∈ R, temos que
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i. x = x;

ii. Se x = y, então y = x;

iii. Se x = y e y = z então, x = z.

Definição 2.1.2. (Classe de equivalência) Seja S um conjunto não vazio, x ∈ S e ∼ uma relação

de equivalência em S . Chamamos de classe de equivalência do elemento x em relação a ∼, o

conjunto x̄ formado por todos os elementos de S que estão relacionados com x. Ou ainda

x̄ = {y ∈ S | y ∼ x}

dizemos então que y é equivalente a x.

Proposição 2.1.1. Sejam S um conjunto não vazio e ∼ uma relação de equivalência em S . Para

quaisquer x, y ∈ S valem:

i. x̄ = ȳ se e somente se x ∼ y;

ii. Se x̄ , ȳ, então x̄ ∩ ȳ = ∅;

iii.
⋃
x∈S

x̄ = S .

Demonstração. i. Vamos mostrar que se x̄ = ȳ então x ∼ y. De fato, se x̄ = ȳ, dado x ∈ x̄

tem-se que x ∈ ȳ. Portanto, x ∼ y.

Por outro lado, se z ∈ x̄ tem-se que z ∼ x. Dado que x ∼ y, usando a transitividade temos

que z ∼ y logo, z ∈ ȳ. E portanto, x̄ ⊂ ȳ. Agora, dado w ∈ ȳ, temos que w ∼ y. Como por

hipótese, x ∼ y, então y ∼ x. Pela transitividade w ∼ x, ou seja, w ∈ x̄ daı́, ȳ ⊂ x̄. Assim,

x̄ = ȳ.

ii. Se x̄∩ ȳ é não vazio, então existe z ∈ x̄∩ ȳ. Daı́, z ∈ x̄ e z ∈ ȳ, logo, z ∼ x e z ∼ y. Usando

a simetria temos que x ∼ z e pela transitividade, x ∼ y. Desta forma, usando o item i.

podemos concluir que x̄ = ȳ.
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iii. Note que x̄ ⊂ S , para qualquer x ∈ S . Logo,
⋃
x∈S

x̄ ⊂ S . Se x ∈ S como ∼ é uma relação

de equivalência em S , então pela reflexividade temos que x ∼ x, ou seja, x ∈ x̄. Como,

x ∈
⋃
x∈S

x̄, temos que x ∈
⋃
x∈S

x̄ daı́, S ⊂
⋃
x∈S

x̄. Portanto,
⋃
x∈S

x̄ = S .

�

Definição 2.1.3. (Conjunto Quociente) Seja A um conjunto não vazio e ∼ uma relação de equi-

valência em A. O conjunto formado por todas as classes de equivalência, denotado por

A/ ∼= {x̄ | x ∈ A},

é denominado conjunto quociente de A pela relação de equivalência ∼.

Proposição 2.1.2. Seja Z o conjunto dos números inteiros e n ∈ Z. Considere a relação ≡

mod (n), definida da seguinte forma: Dados x, y, z dizemos que x ≡ y mod (n) se existe k ∈ Z

tal que x − y = nk. Então, ≡ mod (n) é uma relação de equivalência.

Demonstração. Para todos x, y, z ∈ Z temos que

i. x − x = 0 = n · 0, para qualquer n ∈ Z, logo,

x ≡ x mod (0),

portanto,

x ∼ x⇒ x ≡ x mod (n).

Sendo assim, ≡ mod (n) é reflexiva.

ii. Se x ≡ y mod (n), então existe k′ ∈ Z, tal que

x − y = nk′.

Portanto,

y − x = n(−k′)
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Daı́,

y ≡ x( mod n)

e assim a relação é simétrica.

iii. Se x ≡ y mod (n) e y ≡ z mod (n), então existem w e w′ ∈ Z tais que

x − y = nw e y − z = nw′.

Assim

(x − y) + (y − z) = nw + nw′,

logo

x + (−y + y) − z = n(w + w′),

portanto

x − z = n(w + w′).

O que nos dá a transitividade da relação. Logo, x ≡ z( mod n) é relação de equivalência.

�

Observação 2.1.1. A relação de equivalência mostrada acima é chamada de congruência

módulo n. O conjunto quociente

Z/ ≡ mod (n) = {x̄ | x ∈ Z},

é denotado por Zn.

2.2 Teoria dos Grupos

Nesta seção estudaremos algumas estruturas algébricas munidas com uma operação,

estas estruturas são chamadas grupos. Uma outra forma de definir um grupo é dizer que

estudaremos simetrias, ou seja, o grupo consiste no conjunto de transformações que mantêm o
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objeto inalterado e na operação de combinar duas dessas transformações executando uma após a

outra. Estes serão de fundamental importância para o trabalho, pois são usados para descrever os

invariantes de espaços topológicos.

Definição 2.2.1. (Grupo) Seja G um conjunto não vazio munido de uma operação

∗ :G ×G −→ G

(a, b) 7−→ a ∗ b.

Dizemos que (G, ∗) é um grupo se para quaisquer a, b, c ∈ G são válidas:

i. (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c);

ii. Existe e ∈ G tal que a ∗ e = e ∗ a = a;

iii. Para todo a ∈ G, com a , e existe a−1 ∈ G tal que a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e.

Observação 2.2.1. Afim de tornar a leitura menos carregada, deixaremos de explicitar a

operação , escrevendo somente G para designar o grupo (G, ∗), assim como quando não houver

imprecisão utilizaremos ab no lugar de a ∗ b.

Exemplo 2.2.1. O conjunto dos números inteiros Z munido com a operação de soma usual

(Z,+) é um grupo. De fato, dados a, b, c ∈ Z

i. (a + b) + c = a + (b + c);

ii. Existe 0 ∈ Z, tal que a + 0 = 0 + a = a;

iii. Para todo a ∈ Z, sendo a , 0, existe um único elemento (−a) ∈ Z tal que a + (−a) =

(−a) + a = 0.

Portanto, (Z,+) é um grupo.

Exemplo 2.2.2. (Z, ·) não é um grupo. De fato, dado, m ∈ Z− {−1, 1}, não existe n ∈ Z tal que

m · n = 1.
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Exemplo 2.2.3. O conjunto dos números racionais sem o zero Q∗ munido da operação de

multiplicação usual é um grupo. Com efeito, sejam x, y, z ∈ Q∗, tem-se

i. (x · y) · z = x · (y · z);

ii. Existe 1 ∈ Q∗, tal que x · 1 = 1 · x = x;

iii. Para todo x ∈ Q∗, com x , 1, existe um único x−1, tal que, x · x−1 = x−1 · x = 1.

Portanto, (Q∗, ·) é um grupo.

Definição 2.2.2. (Grupo finito) Um grupo (G, ∗) é finito quando o conjunto G for finito.

Exemplo 2.2.4. (Grupo das permutações) Seja S um conjunto não vazio e

G = { f : S −→ S ; f é bijetiva }

munido da operação.

◦ :G ×G −→ G

( f , g) 7−→ f ◦ g

onde ( f ◦ g)(x) = f (g(x)), para x ∈ S . Tem-se que (G, ◦) é um grupo.

Demonstração. Note que o conjunto G é não vazio, pois a função identidade, dada por

i :S −→ S

x 7−→ i(x) = x

é uma função bijetiva. Logo, i ∈ G. Agora, tome f , g, h ∈ G.
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i. Para todo x ∈ S

[( f ◦ g) ◦ h](x) = f ◦ g(h(x))

= f (g(h(x)))

= f [(g ◦ h)(x)]

= [ f ◦ (g ◦ h)](x),

assim, ( f ◦ g) ◦ h = f ◦ (g ◦ h) então esta operação é associativa.

ii. Note que,

f ◦ i(x) = f (i(x))

= f (x).

Analogamente, i ◦ f (x) = f (x). Assim, a função identidade é o elemento neutro de G.

iii. Como f é bijetiva, então f admite o elemento inverso que neste caso é a função inversa,

ou seja, existe f −1 ∈ G tal que

f ◦ f −1 = i e f −1 ◦ f = i.

�

Proposição 2.2.1. (Propriedade do Cancelamento) Sejam G um grupo e x, y, z ∈ G, com z , e,

tais que x ∗ z = y ∗ z, então x = y.

Demonstração. Seja x ∗ z = y ∗ z. Observe que

x = x ∗ e, (2.1)
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como z , e, então existe z−1 ∈ G, tal que z ∗ z−1 = e. Assim, usando 2.1 temos que

x = x ∗ e

= x ∗ (z ∗ z−1)

= (x ∗ z) ∗ z−1

= (y ∗ z) ∗ z−1

= y ∗ (z ∗ z−1)

= y ∗ e

= y.

Assim, x = y. �

Proposição 2.2.2. Seja (G, ∗) um grupo e x ∈ (G, ∗). Então, o elemento neutro e o elemento

inverso de G são únicos.

Demonstração. Primeiro mostraremos que o elemento neutro é único. De fato, sejam e e e′ os

elementos neutros do grupo (G, ∗). Assim,

e′ = e′ ∗ e = e ∗ e′ = e.

Daı́, e′ = e.

Agora, mostraremos que o elemento inverso é único. De fato, seja x ∈ G e suponhamos que

existem x′, x−1 ∈ G, tais que x′ e x−1 sejam inversos de x. Daı́,

x′ = x′ ∗ e = x′ ∗ (x ∗ x−1) = (x′ ∗ x) ∗ x−1 = e ∗ x−1 = x−1.

Portanto, temos que x′ = x−1, isto é, o inverso também é único. �

Proposição 2.2.3. Sejam (G, ·) um grupo e a, b ∈ G. Então, são válidos:

i. (a−1)−1 = a

ii. (a · b)−1 = b−1 · a−1
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Demonstração. i. Note que,

a · a−1 = e = (a−1)−1 · a−1

Daı́, pela propriedade do cancelamento, temos que a = (a−1)−1.

ii. Utilizando as propriedades associativa, elemento neutro e elemento inverso, segue que

(a · b) · (b−1 · a−1) = a · (b · b−1) · a−1

= a · e · a−1

= (a · e) · a−1

= a · a−1

= e.

Como o elemento inverso é único, temos que (a · b)−1 = b−1 · a−1.

�

Alguns grupos satisfazem uma quarta propriedade chamada comutatividade com relação

a operação ∗ em G, tais grupos são chamados grupos abelianos.

Definição 2.2.3. (Grupo Abeliano) Dizemos que (G, ∗) é um grupo abeliano, quando a

operação que define G for comutativa, isto é, para a, b ∈ G

a ∗ b = b ∗ a

.

Exemplo 2.2.5. O grupo (Z,+) é um grupo abeliano, pois, quaisquer que sejam x, y ∈ Z tem-se

x + y = y + x

Exemplo 2.2.6. O conjunto G = GL(n,K), n = 2, de todas as matrizes 2 × 2 invertı́veis com

coeficientes em um corpo K é um grupo não abeliano, em relação a operação de produto de
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matrizes. Com efeito, sejam

 1 0

1 1

 e

 2 0

1 1

 elementos de G. Note que

 1 0

1 1

 ·
 2 0

1 1

 =

 2 0

3 1

 ,
 2 0

2 1

 =

 2 0

1 1

 ·
 1 0

1 1


Alguns subconjuntos de um grupo G quando satisfazem algumas condições, também são

grupos com a operação de G, tais subconjuntos são denominados subgrupos de G.

Definição 2.2.4. (Subgrupo) Seja (G, ∗) um grupo e J um subconjunto não vazio de G. Dizemos

que J é um subgrupo de G se (J, ∗) tem estrutura de grupo com a mesma operação de G neste

caso escrevemos a notação J ≤ G para dizer que J é subgrupo de G.

Observação 2.2.2. Todo subgrupo G possui dois subgrupos G e {e}, estes são chamados sub-

grupos triviais de G.

Proposição 2.2.4. Seja G um grupo e J um subgrupo não vazio. J será subgrupo de G se, e

somente se são válidas:

i. e ∈ J;

ii. Para todo x, y ∈ J temos que xy ∈ J;

iii. Para todo x ∈ J, temos que x−1 ∈ J.

Demonstração. Se J é um subgrupo de G então é grupo com a mesma operação de G. Sejam

x, y ∈ J, valem

i. e ∈ J;

ii. xy ∈ J;

iii. Existe x−1 ∈ J tal que xx−1 = e.
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Por outro lado, como e ∈ J, então J é não vazio. Para todos x, y, z ∈ J, como J é um subconjunto

de G, então x, y, z ∈ G. Como G é grupo vale

(xy)z = x(yz),

e por iii. todo elemento de J possui inverso em J. Desta maneira J é grupo e pela definição

anterior, J é subgrupo de G. �

Seja G um grupo e seja J um subgrupo de G. Sobre G, defina a relação de equivalência

∼E da seguinte maneira:

y ∼E x⇔ ∃ j ∈ J tal que y = x j.

Por definição, a classe de equivalência que contém x é o conjunto {y ∈ G|y ∼E x} =

{x j| j ∈ J} denotaremos este conjunto por xJ e o chamaremos de classe lateral à esquerda de J

em G que contém x. Quando não houver confusão, chamaremos simplesmente de classe lateral

de x à esquerda. Em particular, J é a classe lateral do elemento neutro e à esquerda. Note que,

y ∈ xJ ⇔ yJ = xJ.

Analogamente, definindo

y ∼D x⇔ ∃ j ∈ J tal que y = jx

obtemos as classes laterais à direita de J em G como sendo a classe lateral de x à direita

Jx = { jx| j ∈ J}.

Agora, seja G um grupo e seja J um subgrupo de G. Gostarı́amos de saber se a operação

de G induz de maneira natural uma operação sobre o conjunto das classes laterais à esquerda de

J em G, isto é, se a operação

(xJ, yJ) 7→ xyJ

é bem definida, no sentido de não depender da escolha dos representantes de x e y. Dados

x, y ∈ G e h, k ∈ J arbitrários, então x e xh são representantes da mesma classe xJ e y e yk são da

mesma classe yJ. Assim, a operação induzida sobre as classes laterais à esquerda é bem definida
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se e só se

xyJ = xhykJ, ∀x, y ∈ G, ∀h, k ∈ J

logo, se e só se

y−1x−1xyJ = y−1x−1xhykJ,

ou seja,

y jy−1 ∈ J, ∀y ∈ G ∀ j ∈ J

Proposição 2.2.5. Seja J um subgrupo de G. As afirmações abaixo são equivalentes:

i. a operação induzida sobre as classes laterais à esquerda de J em G é bem definida;

ii. gJg−1 ⊆ J, ∀g ∈ G;

iii. gJg−1 = J, ∀g ∈ G;

iv. gJ = Jg, ∀g ∈ G

Definição 2.2.5. Um subgrupo J é um subgrupo normal de G e escrevemos H /G se ele satisfaz

as afirmações equivalentes da proposição anterior.

Neste caso, as classes laterais à esquerda de J são iguais as classes laterais à direita de J,

então chamaremos apenas de classes laterais de J.

Agora, veremos funções entre grupos que preservam algumas propriedades algébricas,

estes serão chamados Homomorfismos.

Definição 2.2.6. (Homomorfismos de Grupos) Sejam (G, ∗) e (G′, ·) grupos. Uma função ψ :

G −→ G′ que satisfaz

ψ(x ∗ y) = ψ(x) · ψ(y),

para quaisquer x, y ∈ G é chamada homomorfismo.

Exemplo 2.2.7. Sejam os grupos (R+, ·) e (R,+). A função

f : R+ −→ R

x 7−→ f (x) = log(x)
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é um homomorfismo. Com efeito, sejam a, b ∈ R+ temos que

f (a · b) = log(ab)

= log(a) + log(b)

= f (a) + f (b)

Observação 2.2.3. Quando ψ : G −→ G′ é um homomorfismo bijetivo, dizemos que ψ é

um isomorfismo e dizemos que G e G′ são isomorfos e denotamos por G ' G′. Quando o

isomorfismo for ψ : G −→ G ele é chamado de automorfismo e é denotado por AutG.

Definição 2.2.7. Sejam G e G′ grupos, ψ : G −→ G′ um homomorfismo e e′ o elemento neutro

de G′. O conjunto definido por

Ker(ψ) = {g ∈ G;ψ(g) = e′, e′ ∈ G′}

é chamado núcleo do homomorfismo ψ.

Proposição 2.2.6. Se ψ : (G, ∗) −→ (G′, ·) é um homomorfismo então:

i. ψ(e) = e′, onde e é o elemento neutro de G e e′ é o elemento neutro de G′;

ii. ψ(a−1) = ψ(a)−1 para todo a ∈ G;

iii. ψ é injetiva se e somente se, ker(ψ) = {e}

Demonstração. i. Tem-se

ψ(e) = ψ(e ∗ e) = ψ(e) · ψ(e)

multiplicando por ψ(e)−1 ficamos com

e′ = ψ(e)
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ii. Pelo item i.,tem-se

ψ(a)ψ(a−1) = ψ(aa−1)

= ψ(e)

= e′.

Assim, conclui-se que ψ(a−1) = ψ(a)−1.

iii. Seja ψ injetiva e g ∈ ker(ψ). Logo, ψ(g) = e′. Usando o item i. temos que ψ(e) = e′. Logo,

ψ(e) = ψ(g) e assim, e = g ∈ {e} assim, conclui-se que ker(ψ) ⊂ {e}. Como por definição

{e} ∈ ker(ψ) temos então que Ker(ψ) = {e}. Por outro lado, suponha que ker(ψ) = {e}. Se

g1, g2 ∈ ker(ψ) então ψ(g1) = e′ = ψ(g2). Logo,

e′ = ψ(g1)ψ(g2)−1

= ψ(g1)ψ(g−1
2 )

= ψ(g1g−1
2 ).

Portanto, g1g−1
2 ∈ ker(ψ) = {e}. Daı́,

g1g−1
2 = e.

Assim, g1 = g2 e portanto ψ é injetiva.

�

Lema 2.2.1. Sejam G e G′ e ψ : G −→ G′ um homomorfismo. O conjunto

Im(ψ) = ψ(G) = {ψ(g) | g ∈ G},

é chamado imagem do homomorfismo ψ.

O teorema a seguir nos diz que sobre determinadas condições o quociente G/ker(ψ) '

Im(ψ).
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Teorema 2.2.1. (Teorema do Isomorfismo) Seja ψ : G −→ G′ um homomorfismo de grupos.

Então

G/ker(ψ) ' Im(ψ).

Uma forma de entender objetos complexos é entender objetos simples primeiro. Grupos

cı́clicos são grupos simples que podem ser facilmente classificados. Podemos usar grupos cı́clicos

como blocos de construção para formar grupos maiores. Por outro lado, podemos dividir grupos

maiores em coleções de grupos cı́clicos. Grupos cı́clicos são fundamentais para a compreensão

dos grupos abelianos.

Teorema 2.2.2. Seja G um grupo e seja a ∈ G. Então, J = {an | n ∈ Z} é um subgrupo de G e é

o menor subgrupo de G que contém a, ou seja, todo subgrupo que contém a contém J.

Definição 2.2.8. (Grupo Cı́clico) O grupo J do Teorema 2.2.2 é o subgrupo cı́clico de G gerado

por a e será denotado por 〈a〉. Se 〈a〉 é finito, a ordem de a é| 〈a〉 |. Um elemento a de um grupo

G gera G e é um gerador para G se 〈a〉 = G. Um grupo G é cı́clico se tiver um gerador.

Exemplo 2.2.8. Z = 〈1〉 em adição e, portanto, é cı́clico.

Definição 2.2.9. Zn é um grupo cı́clico.

Podemos classificar completamente os grupos cı́clicos usando o seguinte teorema

Teorema 2.2.3. Qualquer grupo cı́clico infinito é isomorfo a Z sob adição. Qualquer grupo

cı́clico finito de ordem n é isomorfo a Zn sob adição modulo n.

Consequentemente, podemos usar Z e Zn como grupos cı́clicos prototı́picos.

Definição 2.2.10. Seja G um grupo e seja ai ∈ G para i ∈ I. O menor subgrupo de G contendo

{ai | i ∈ I} é o subgrupo gerado por {ai | i ∈ I}. Se este subgrupo é todo G, então {ai | i ∈ I}

gera G e ai são os geradores de G. Se existe um conjunto finito {ai | i ∈ I} que gera G, então G

é finamente gerado.

Com a definição acima conseguimos classificar tais grupos através do seguinte teorema
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Teorema 2.2.4. (Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finitamente Gerados)Todo

grupo abeliano G finamente gerado é isomorfo para um produto direto de grupos cı́clicos da

forma

Z(pr1
1 ) × Z(pr2

2 ) × · · · × Z(prn
n ) × Z × Z × · · · × Z

em que os pi são primos, não necessariamente distintos. O produto direto é único exceto pelo

possı́vel arranjo de fatores; isto é, o número de fatores de Z é único e as potências primárias

(pi)ri são únicas.

Agora, nos aprofundamos na álgebra avançada observando estruturas algébricas cada vez

mais ricas que encontraremos em nosso estudo de homologia.

Vimos que um grupo abeliano finamente gerado é isomorfo a um produto de grupos

cı́clicos infinitos e finitos. Agora, caracterizaremos fatores infinitos usando a noção de grupos

abelianos livres. Como trataremos apenas de grupos abelianos, usaremos + para denotar a

operação do grupo e 0 para o elemento de identidade. Para n ∈ Z+, a ∈ G, usamos na =

a + a + · · · + a e −na = (−a) + (−a) + · · · + (−a) para denotar a soma de n fatores de a e seu

inverso, respectivamente. Finalmente, 0a = 0, onde o primeiro 0 está em Z e o segundo em G.

É importante perceber que G ainda é um grupo com uma única operação, adição, mesmo que

usemos multiplicação em nossa notação.

Teorema 2.2.5. Seja X um subconjunto não vazio de um grupo abeliano. As condições a seguir

em X são equivalentes.

i. Cada elemento diferente de zero a em G pode ser expresso exclusivamente na forma a =

n1x1 + n2x2 + · · · + nr xr para ni , 0 em Z e xi ∈ X distintos.

ii. X gera G, e n1x1 + n2x2 + · · · + nr xr = 0 para ni ∈ Z e xi ∈ X se somente se, n1 = n2 = · · · =

nr = 0.

As condições acima remetem a definição de vetores linearmente independentes. Como

descobriremos em breve, essa semelhança não é acidental.

Definição 2.2.11. (Grupo abeliano livre) Um grupo abeliano que possui um grupo gerador não
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vazio X que satisfaz as condições do Teorema 2.2.5 é um grupo abeliano livre e X é uma base

para o grupo.

Já vimos um grupo abeliano livre: o produto direto finito do grupo Z em si é um grupo

abeliano livre com uma base natural. De fato, podemos usar esse grupo como um protótipo.

Teorema 2.2.6. Se G é um grupo abeliano livre diferente de zero com r elementos na base,

então G é isomorfo a Z × Z × Z × · · · × Z, r vezes.

2.3 Topologia

Nesta seção daremos a um conjunto à estrutura usando uma topologia para obter um

espaço topológico. Uma caracterı́stica importante no estudo dos espaços topológicos são as

funções conhecidas como homeomorfismos. Trata-se de funções que preservam a “estrutura

topológica” do seu espaço. Assim, se entre dois espaços existe um homeomorfismo, então esses

espaços são topologicamente iguais.

Definição 2.3.1. (Topologia) Uma topologia em um conjunto X é um subconjunto T ⊆ 2X, tal

que:

i. Se S 1, S 2 ∈ T, então S 1 ∩ S 2 ∈ T;

ii. Se {S J | j ∈ J} ⊆ T, então
⋃

j∈J S j ∈ T;

iii. ∅, X ∈ T.

A definição 2.3.1 afirma implicitamente que apenas interseções finitas e uniões infinitas

dos conjuntos abertos estão abertas. Uma topologia é simplesmente um sistema de conjuntos

que descreve a conectividade do conjunto. Esses conjuntos têm nomes:

Definição 2.3.2. Seja X um conjunto e T uma topologia. S ∈ T é um conjunto aberto. Os

conjuntos fechados são X − S , onde S ∈ T.
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Um conjunto pode ser apenas fechado, apenas aberto, aberto e fechado, ou nenhum dos

dois. Por exemplo, o conjunto vazio é aberto e fechado por definição. Combinamos um conjunto

com uma topologia para obter os espaços nos quais estamos interessados.

Definição 2.3.3. (Espaço Topológico) O par (X,T ) de um conjunto X e uma topologia T é um

espaço topológico.

Geralmente usamos apenas X como notação para o espaço topológico (X,T ) quando a

topologia T é assumida ser conhecida.

Definição 2.3.4. (Interior, Fecho, Fronteira) O interior Å do conjunto A ⊆ X é a união de todos

os conjuntos abertos contidos em A. O fecho Ā do conjunto A ⊆ X é a interseção de todos os

conjuntos fechados contendo A. A fronteira de um conjunto A é ∂A = Ā − Å.

Figura 1: O conjunto A ⊆ X e seus conjuntos relacionados.

Fonte: (ZOMORODIAN, 2005)

Definição 2.3.5. Uma vizinhança de x ∈ X é qualquer A ⊆ X tal que x ∈ Å. Uma base de

vizinhanças em x ∈ X é uma coleção de vizinhanças de x de modo que cada vizinhança de x

contenha uma das bases de vizinhança.

Uma base de vizinhanças é uma ferramenta para definir topologias, utilizaremos este fato

nas definições a seguir.

Definição 2.3.6. Uma métrica ou função distância d : X × X → R é uma função que satisfaz

os seguintes axiomas:
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i. Para todo x, y ∈ X, temos que d(x, y) ≥ 0;

ii. Se d(x, y) = 0, então x = y;

iii. Para todo x, y ∈ X, d(x, y) = d(y, x);

iv. Para todo x, y, z ∈ X, d(x, y) + d(y, z) ≥ d(x, z).

Definição 2.3.7. (Bola aberta) A bola aberta B(x, r) com o centro x e raio r > 0 em relação a

métrica d é definida como B(x, r) = {y | d(x, y) < r}.

Podemos mostrar que bolas abertas podem servir de vizinhança para uma topologia de

um conjunto X com uma métrica.

Definição 2.3.8. (Espaço Métrico) Um conjunto X com uma função métrica d é chamado de

espaço métrico.

Um espaço métrico é um espaço topológico. A maioria dos espaços em que estamos

interessados são subconjuntos de espaços métricos em particular o espaço euclidiano.

Definição 2.3.9. O produto cartesiano de R n vezes, juntamente com a métrica euclidiana

d(x, y) =

√√
n∑

i=1

(xi − yi)2

é o espaço euclidiano n-dimensional, Rn.

Agora, definimos uma relação de equivalência nos espaços topológicos.

Definição 2.3.10. (homeomorfismo) Um homeomorfismo f : X → Y é uma função 1 − 1, de

modo que f , f −1 são contı́nuos. Dizemos que X é homeomórfico a Y, X ≈ Y e que X e Y têm o

mesmo tipo topológico.

A seguir veremos que variedades são um tipo de espaço topológico em que estamos

interessados. Eles correspondem bem aos espaços com os quais estamos mais familiarizados, os

espaços euclidianos. Intuitivamente, uma variedade é um espaço topológico que se parece local-

mente com Rn. Em outras palavras, cada ponto admite um sistema de coordenadas, consistindo

em funções de coordenadas nos pontos da vizinhança, determinando a topologia da vizinhança.
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Definição 2.3.11. (Carta) Uma carta em p ∈ X é uma função φ : U → Rd, onde U ⊆ X é um

conjunto aberto contendo p e φ é um homeomorfismo sobre um subconjunto aberto de Rd. A

dimensão da carta φ é d. As funções coordenadas de xi = ui ◦ φ; U → R, em que ui : Rn → R

são as coordenadas padrão Rd.

Definição 2.3.12. (Hausdorff) Um espaço topológico X é Hausdorff se, para cada x, y ∈ X, x ,

y, houver vizinhanças U,V de x, y, respectivamente, de modo que U ∩ V = ∅.

Definição 2.3.13. Um espaço topológico X é separável se possui uma base enumerável de

vizinhanças.

Finalmente, definamos o que é uma variedade

Definição 2.3.14. (Variedade) Um espaço Hausdorff separável X é chamado de d-variedade se

houver uma carta d-dimensional em cada ponto x ∈ X, ou seja, se x ∈ X tiver uma vizinhança

homeomórfica para Rn. É chamado de d-variedade com fronteira se x ∈ X tiver uma vizinhança

homeomórfica para Rd ou o meio espaço euclidiano Hd = {x ∈ Rd | x1 ≥ 0}. A fronteira de X é

o conjunto de pontos com vizinhança homeomórfica para Hd. A variedade tem dimensão d.

Definição 2.3.15. Uma imersão f : X → Y é um mapa cuja restrição à sua imagem f (Y) é um

homeomorfismo.

2.4 Homologia Simplicial

Nesta seção vamos utilizar métodos da topologia algébrica que permitem a contagem

de ocorrências de padrões geométricos em um espaço topológico, tentaremos distinguir as

ocorrências uma das outras ou encontrar caracterı́sticas similares entre elas. Discutiremos sobre

complexos simpliciais e sua realização geométrica e, posteriormente, introduziremos grupos de

homologia. Esses conceitos formarão a base para nossa abordagem topológica dos dados.

Comecemos olhando para a definição geométrica.

Seja S = {x0, x1, x2, . . . , xk} um conjunto de pontos no espaço Euclidiano Rd. Dizemos

que x ∈ Rd é combinação afim de S se existem α0, α1, . . . , αk, onde
n∑

i=0

αi = 1 e x pode ser



2. Conceitos Preliminares 27

escrito como

x =

k∑
i=0

αi · xk

Uma combinação afim é dita uma combinação convexa se αi ≥ 0 para cada i. Os números

α0, α1, . . . , αk são chamados de coordenadas baricêntricas de x. Para o conjunto de todos

os pontos que são combinações convexas de S , denominamos cobertura convexa de S . Se

nenhum ponto xi de S é uma combinação de S −{xi}, dizemos que S é um conjunto linearmente

independente.

Exemplo 2.4.1. (k=1) Suponha que S = {x0, x1} ⊂ R2 onde x0 , x1. O segmento que passa por

x0 e x1 é o conjunto de pontos que podem ser escritos em função de um parâmetro α como

x0 + α(x1 − x0) = (1 − α)x0 + αx1

Observe que que os pontos no segmento que conectam x0 a x1 são obtidos para 0 ≤ α ≤ 1. Se

chamarmos α0 = α e α1 = 1 − α, fica claro que α0, α1 ≥ 0 e α0 + α1 = 1. Portanto, a cobertura

convexa de S é o segmento fechado que conecta x0 a x1.

Definição 2.4.1. Um simplex (ou simplicial) de dimensão k ou k-simplex σ é a cobertura con-

vexa de (n + 1) pontos independentes em Rn.

Figura 2: Exemplos de simplices

Fonte: Próprio Autor

Em outras palavras, um k-simplex é o menor conjunto convexo do espaço euclidiano Rn

que contém n + 1 pontos que não pertencem a um hiperplano k-dimensional. Um k-simplex
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é um subespaço topológico k-dimensional de um espaço euclidiano, isto é, a dimensão de um

k-simplex σ é dimσ = k.

Definição 2.4.2. Um complexo simplicial K, é um conjunto finito de simplices que satisfazem:

i. Se σ ∈ K e τ é face de σ, então τ ∈ K.

ii. Se σ, τ ∈ K e σ ∩ τ = ∅, então σ ∩ τ é uma face de σ e τ

Ou seja, um complexo simplicial S é uma coleção finita de simplices tais que cada face

de um simplex de S é um simplex de S e a intersecção de dois simplices de S é vazia ou uma

face de ambos.

Figura 3: (a)Exemplo de um complexo simplicial (b) exemplo de um complexo não simplicial

Fonte: Próprio Autor

Note que qualquer complexo simplicial determina um objeto combinatório consistindo

de subconjuntos do conjunto de todos os vértices, motivando a seguinte definição:

Definição 2.4.3. Por um complexo simplicial abstrato K, entenderemos o par K = (V(K),Σ(K)),

onde V(K) é um conjunto finito chamado de vértices de K onde Σ(K) é um subconjunto (cha-

mado de simplexos) da coleção de todos os subconjuntos não-vazios de V(K), satisfazendo as

seguintes condições:
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i. Cada elemento de V(K) pertence a algum elemento de Σ(K) e

ii. Se σ é um elemento em Σ(K), então todo subconjunto não vazio de σ também é um elemento

de Σ(K).

Figura 4: Correspondência entre os complexos simpliciais e os complexos simpliciais abstratos.

Fonte: Próprio Autor

Definição 2.4.4. (Esquema de Vértices) Seja K um complexo simplicial com os vértices V

e K seja a coleção de todos os subconjuntos {v0, v1, . . . , vk} de V, de modo que os vértices

v0, v1, . . . , vk abranjam um simplex de K. A coleção K é chamada de esquema de vértices de K.

A coleção K é um complexo simplicial abstrato assim podemos comparar complexos

simpliciais facilmente, usando isomorfismos.

Definição 2.4.5. (Isomorfismo) Seja K1,K2 complexos simpliciais abstratos com conjuntos de

vértices V1,V2, respectivamente. Um isomorfismo entre K1,K2 é uma bijeção ϕ : V1 → V2, de

modo que os conjuntos em K1 e K2 são os mesmos sob a renomeação dos vértices por ϕ e seu

inverso.

O próximo teorema, cuja prova pode ser encontrada em (MUNKRES, 2018), nos permitirá

abandonar os termos “geométrico” e “abstrato” e chamar apenas de complexo simplicial.

Teorema 2.4.1. (Realização Geométrica) Todo complexo simplicial abstrato S é isomorfo ao

esquema de vértices de algum complexo simplicial geométrico K. E dois complexos simpliciais

geométricos são isomorfos se, e somente se, seus esquemas de vértices são isomorfos como

complexos simpliciais abstratos.
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Se um complexo simplicial abstrato S é isomorfo ao esquema de vértices de algum

complexo simplicial geométrico K, dizemos que K é uma realização geométrica de S .

Podemos usar complexos simpliciais para representar variedades e outros espaços to-

pológicos por seu espaço subjacente. O espaço subjacente |X| de um complexo simplicial X

é |X| =
⋃

σ∈K σ. Por si só, |X| é um espaço topológico. Quando um espaço topológico X é

homeomórfico ao espaço subjacente de um complexo simplicial X, dizemos que |X| é uma

triangulação de X. Um exemplo clássico de triangulação é o da esfera que pode ser triangulada

como um tetraedro.

Antes de introduzir grupos de homologia, precisamos primeiro definir a orientação no

contexto de complexos simpliciais.

Definição 2.4.6. Um simplex orientado é uma ordenação dos vértices do simplex. Dois simplex

tem a mesma orientação se a permutação de seus ı́ndices tem sinal positivo.

Definição 2.4.7. Seja K um complexo simplicial e p uma dimensão. Uma p-cadeia c é a

combinação linear de simplex orientados, c =
∑

aiσi onde σi são p-simplexos orientados e

ai ∈ Z são coeficientes. Denotamos Cp = Cp(K) o grupo de p-cadeias em K.

Definição 2.4.8. (Operador Fronteira) Definimos o operador ∂p : Cp(K)→ Cp−1(K) por:

∂[v0, v1, . . . , vp] =

p∑
i=0

(−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , vp]

para um simplex orientado [v0, v1, . . . , vp] onde v̂i indica que vi foi retirado da sequência. O

operador fronteira define um homomorfismo e por este motivo o denotamos homomorfismo de

fronteira.

Exemplo 2.4.2. Seja λ um complexo simplicial orientado [v0, v1, v2] o operador fronteira ∂2 é

dado como:
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Figura 5: Exemplo da ação do operador fronteira.

Fonte: Próprio Autor.

∂2[v0, v1, v2] =

2∑
i=0

(−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , v2] = [v1, v2] − [v0, v2] + [v0, v1]

Exemplo 2.4.3. Na figura 6 temos um losango composto por dois triângulos, cada um mar-

cado para indicar a ordem dos vértices correspondentes à orientação positiva, adotamos a

convenção de que uma orientação positiva corresponde à ordem em que os vértices seriam

visitadas por um caminho no sentido anti-horário ao redor da fronteira do simplex. Se inter-

pretarmos o 1-simplex (v j, vk) como o segmento orientado do vértice v j para o vérticevk temos

que

A = (v3, v0) + (v0, v1) + (v1, v3) (2.2)

corresponde a fronteira de (v0, v1, v3). De maneira análoga,

B = (v3, v1) + (v1, v2) + (v2, v3) (2.3)

corresponde a fronteira de (v1, v2, v3) e a soma

A + B = (v3, v0) + (v0, v1) + (v1, v3) + (v3, v1) + (v1, v2) + (v2, v3)

= (v3, v0) + (v0, v1) + (v1, v3) − (v1, v3) + (v1, v2) + (v2, v3)

= (v3, v0) + (v0, v1) + (v1, v2) + (v2, v3)
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corresponde a fronteira de toda a região. Observe que usamos

(v1, v3) + (v3, v1) = (v1, v3) − (v1, v3) = 0,

uma relação que faz sentido geometricamente e algebricamente. Na interpretação anterior,

(v1, v3) + (v3, v1) corresponde a um caminho que se inverte e, portanto, não leva a lugar algum.

Neste último, definimos (v3, v1) = −(v1, v3): uma relação algébrica que diz que um simplex de

orientação negativa é o inverso aditivo de seu par de orientação positiva.

Figura 6: A ação do operador fronteira.

Fonte: Adaptado de (MULDOON et al., 1993)

Observe que a fronteira de um p-simplex é exatamente as (p− 1) faces dimensionais dele,

com uma orientação que é dada naturalmente pela fórmula. Se tomarmos a fronteira da fronteira

determinamos o seguinte resultado:

Teorema 2.4.2. Seja σ = [v0, v1, . . . , vp] um simplex orientado então

∂2σ = 0

Demonstração. Seja σ = [v0, v1, . . . , vp]. Da definição temos que
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∂2 = ∂

∑
i

(−1)i
[
v0, . . . , v̂i, . . . , vp

]
=

∑
j<i

(−1)i(−1) j
[
v0, . . . , v̂ j, . . . , v̂i, . . . , vp

]
+

∑
j>i

(−1)i(−1) j−1
[
v0, . . . , v̂i, . . . , v̂ j, . . . , vp

]
Como alternamos i e j na segunda soma, todos os termos que estão na primeira também estarão

na segunda com o sinal negativo. Assim ∂2σ = 0. �

Definição 2.4.9. (Complexo de Cadeias) Definimos o complexo de cadeias como sendo uma

sequência de grupos de cadeia conectados por homomorfismos de fronteira.

· · ·
∂p+1
−→Cp

∂p
−→Cp−1

∂p−1
−→ · · ·

∂2
−→C1

∂1
−→C0

∂0
−→ 0

Definição 2.4.10. (p-ciclo) Um p-ciclo c é uma p-cadeia com fronteira vazia, ou seja, ∂c = 0.

Denotamos por Zp = Zp(K) o grupo de p-ciclos.

Definição 2.4.11. (p-fronteira) Uma p-fronteira c é uma p-cadeia que é uma fronteira de uma

(p + 1) cadeia, ou seja, ∂c = ∂d, com d ∈ Cp+1. Denotamos por Bp = Bp(K) o grupo de

fronteiras.

Definição 2.4.12. Definimos Zp = Ker(∂p) e Bp = Im(∂p+1).

Toda p-fronteira é também um p-ciclo, ou equivalentemente, Bp é um subgrupo de Zp.



34 2.4. Homologia Simplicial

Figura 7: A sequência de complexos de cadeia, ciclos e grupos de fronteira conectados por homo-
morfismos.

Fonte: (ZOMORODIAN, 2005)

Teorema 2.4.3. Os conjuntos Zp = Ker(∂p) e Bp = Im(∂p+1) são subgrupos normais abelianos

livres de Cp. Im(∂p+1) também é um subgrupo normal de Ker(∂p).

Demonstração. A demonstração deste resultado foi omitida mas pode ser encontrada em

(MUNKRES, 2018) �

Definição 2.4.13. (Grupo de Homologia) O p-ésimo grupo de homologia é o grupo quociente

Hp(X) :=
ker(∂p)

im(∂p+1)
=

Zp

Bp

Se os p-ciclos z1 e z2 pertencem a mesma classe de Zp, dizemos que são homólogos e denotamos

z1 ∼ z2.

Exemplo 2.4.4. Podemos representar o cı́rculo como um complexo simplicial de dimensão 1 de

vértices {v0, v1, v2}. Escolhendo a orientação [v0, v1], [v1, v2], [v2, v0],

C2
∂2
−→C1

∂1
−→C0

∂0
−→ 0

Então,
∂1(c) = ∂1(λ0[v0, v1] + λ1[v1, v2] + λ2[v2, v0])

= λ0(v1 − v0) + λ1(v2 − v1) + λ2(v0 − v2)

= (λ2 − λ0)v0 + (λ0 − λ1)v1 + (λ1 − λ2)v2

(2.4)
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e isso é 0 se e somente se λ0 = λ1 = λ2. Por tanto,

ker(∂1) = {λ([v0, v1] + [v1, v2] + [v2, v0]) : λ ∈ Z ≈ Z}

Por outro lado, Im(∂2) = 0. Logo,

H1(K) =
Z1

B1
=

ker(∂1)
Im(∂2)

≈ Z

Dado que ∂0 = 0 então ker(∂0) ≈ Z3 e

Im(∂1) = {µ0v0 + µ1v1 + µ2v2 : µ2 = −(µ0 + µ1) e µ0, µ1 ∈ Z}

Portanto, Im(∂1) ≈ Z2. Logo,

H0(K) =
Z0

B0
=

ker(∂0)
Im(∂1)

≈ Z

Assim, podemos concluir que os grupos de homologia do circulo são:

H0(K) = Z

H1(K) = Z

Hp(K) = 0, p ≥ 2

(2.5)

Como são grupos de fatores de dois grupos abelianos livres, os grupos de homologia são

abelianos finamente gerados. Portanto, o teorema fundamental dos grupos abelianos finamente

gerados se aplica. Assim, podemos usar os grupos de homologia para descrever espaços através

de invariantes topológicos chamados números de Betti, mas antes disso definamos o que é um

invariante topológico:

Definição 2.4.14. (Invariante Topológico) Um invariante é um mapa que atribui o mesmo ob-

jeto a espaços topológicos do mesmo tipo.

Definição 2.4.15. (Números de Betti) O k-ésimo número de Betti βk de um complexo simplicial

K é β(Hp), o rank da parte livre de Hp.
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Ou seja, os Números de Betti são usados para distinguir espaços topológicos com base na

conectividade de complexos simpliciais n- dimensionais. Informalmente, o de k-ésimo número

Betti refere-se ao número de furos k- dimensionais em uma superfı́cie topológica.

Exemplo 2.4.5. Abaixo os números de Betti de um ponto, disco, esfera, toro, e garrafa de klein.

Tabela 1: Números de Betti para um único ponto, uma circunferência, esfera, um toro e para a
garrafa de Klein. Em um espaço k-dimensional, o n-ésimo número de Betti é sempre zero para
qualquer n ≥ k.

β0 β1 β2 β3

Ponto 1 0 0 0
Circunferência 1 1 0 0
Esfera 1 0 1 0
Toro 1 2 1 0
Garrafa de Klein 1 2 1 0

Fonte: Próprio Autor

Outro famoso invariante é a caracterı́stica de Euler

Definição 2.4.16. Seja K um complexo simplicial e si = card{σ ∈ K|dimσ = i}. A carac-

terı́stica de Euler χ(K) é

χ(K) =

dimK∑
i=0

(−1)isi =
∑

σ∈K−{∅}

(−1)dimσ (2.6)

Embora seja definida para um complexo simplicial, a caracterı́stica de Euler é um

invariante para |K|, o espaço subjacente de K. Dada qualquer triangulação de um espaço M,

sempre obteremos o mesmo número inteiro, que chamaremos de caracterı́stica de Euler desse

espaço χ(M).
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CAPÍTULO 3
Análise Topológica de Dados

Neste capı́tulo desenvolveremos a teoria que nos dará condição de analisar as séries

temporais topologicamente. Para isso faremos adaptações do que foi apresentado no capı́tulo 2.

A Análise Topológica de Dadosv (TDA) é uma área emergente para a análise de dados

complexos. TDA refere-se a uma classe de métodos que obtém informações de estruturas

topológicas em dados que pertencem a um espaço topológico, ou seja, um espaço matemático

que permite continuidade, conexão e convergência (CARLSSON, 2009). A saı́da do TDA pode

então ser usada para aprendizado estatı́stico eficaz sobre os dados. O TDA combina topologia

algébrica e outras ferramentas matemáticas pura para permitir um estudo útil da forma dos

dados. As topologias mais discutidas dos dados incluem componentes conectados, buracos,

etc., de um espaço topológico. Topologia Computacional (ou algorı́tmica), é uma sobreposição

entre os fundamentos matemáticos da topologia com ciência da computação e consiste em duas

partes, isto é, obter a topologia de um espaço e uma homologia persistente (CHAZAL et al.,

2009). Usando topologia computacional, o TDA visa analisar recursos topológicos de dados e

representar esses recursos usando representações de baixa dimensão (CARLSSON, 2009).

3.1 Homologia Persistente

Os grupos de homologia, em geral nos dão uma boa descrição da geometria dos espaços,

porém para nossos problemas onde os espaços são finitos, pouca informação podemos obter

a partir deles. Para nossos propósitos, que é a aplicação de TDA, utilizaremos elementos de
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homologia simplicial. Faremos uma adaptação da teoria da homologia usual, mais precisamente,

usaremos a homologia persistente.

Homologia persistente refere-se a uma classe de métodos para medir caracterı́sticas

topológicas de formas e funções. Ele converte os dados em complexos simpliciais e descreve

a estrutura topológica de um espaço em diferentes resoluções espaciais. As topologias mais

persistentes são detectadas em uma ampla gama de escalas espaciais e são consideradas mais

propensas a representar caracterı́sticas verdadeiras do espaço subjacente do que a variações de

amostragem, ruı́do etc. A homologia persistente, portanto, provoca a persistência de topologias

essenciais nos dados e gera o nascimento e a morte de tais topologias por meio de um diagrama

de persistência, que é uma estatı́stica resumida popular no TDA. As entradas de dados para

homologia persistente são geralmente representadas como nuvens de pontos ou funções, enquanto

as saı́das dependem da natureza da análise e geralmente consiste em um diagrama de persistência.

Uma nuvem de pontos representa uma amostra de pontos de uma variedade subjacente e sua

homologia persistente aproxima as informações topológicas da variedade. Se os dados são

representados como uma função Morse (isto é, uma função suave na variedade, de modo

que todos os pontos crı́ticos não sejam degenerados), a homologia persistente da função é

matematicamente equivalente à análise das informações topológicas da variedade.

No capı́tulo 2, desenvolvemos uma abordagem para explorar a topologia de um espaço.

Estudamos um método algébrico para calcular a topologia usando grupos de homologia. Apli-

cando homologia às “filtrações”, obtemos caracterizações para um espaço. Nos interessa os

intervalos que persistem por muito tempo, uma vez que tendem a refletir as verdadeiras proprie-

dades homológicas do objeto subjacente.

3.1.1 Filtrações e Persistência

Consideremos um complexo simplicial K, e uma função f : K → R. Seja f uma função

monótona, ou seja, para σ, τ temos que f (σ) ≤ f (τ) sempre que σ é face de τ.

A monotonicidade de f implica que o conjunto K(a) = f −1(−∞, a] é um subcomplexo

de K para cada a ∈ R. Seja m o número de simplex em K e n um número de valores de f , então
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obtemos n + 1 ≤ m + 1 diferentes subcomplexos que ordenamos de maneira crescente e que nos

permite fazer a seguinte definição:

Definição 3.1.1. (Filtração) Uma filtração de K é uma sequência aninhada de subcomplexos

que começa com o complexo vazio e termina com o complexo completo,

∅ = K0 ⊆ K1 ⊆ . . . ⊆ Kn−1 ⊆ Kn = K

Intuitivamente, podemos pensar numa filtração como a construção de um complexo

adicionando um simplex de cada vez. Mais que a sequência de complexos, estamos interessados

no comportamento topológico que é dado pela sequência de grupos de homologia associados a

cada filtração.

Para cada i ≤ j temos uma aplicação de inclusão natural do espaço subjacente de Ki para

K j:

∅ = K0 ↪→ K1 ↪→ . . . ↪→ Kn−1 ↪→ Kn = K

Portanto, temos um homomorfismo induzido entre os grupos de homologia associados a cada

complexo na filtração para cada dimensão p:

∅ = Hp(K0)
ϕ0,1

p
−→ Hp(K1)

ϕ1,2
p
−→ . . .

ϕn−2,n−1
p
−→ Hp(Kn−1)

ϕn−1,n
p
−→ Hp(Kn) = Hp(K)

Assim, temos que quando vamos de Ki−1 a Ki obtemos novas classes de homologia e perdemos

algumas que se convertem na classe de equivalência trivial ou se juntam com outras classes.

Assim, agrupamos essas classes que nascem com ou antes de um determinado valor e morrem

após outro valor. As seguintes definições formalizam esta ideia

Definição 3.1.2. (Grupos de Homologia Persistente) Os p-ésimos grupos de homologia per-

sistente são as imagens dos homomorfismos induzidos pela inclusão Hi, j
p = Imϕi, j

p para

0 ≤ i ≤ j ≤ n. Os correspondentes p-ésimos números de Betti persistentes são os ranks

destes grupos, βi, j
p = rankHi, j

p .

Observação 3.1.1. Note que Hi,i
p = Hp(Ki) e Hi, j

p ⊆ Hp(K j)
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Os grupos de homologia consistem nas classes de homologia de Ki que ainda estão

presentes ou “vivem” no grupo de homologia de K j, ou seja

Hi, j
p =

Zp(Ki)
Bp(K j) ∩ Zp(Ki)

Temos que estes grupos para cada dimensão p e cada par de ı́ndices i ≤ j. Podemos ser mais

concretos a cerca das classes contabilizadas pelos grupos de homologia persistente.

Definição 3.1.3. (Nascimento e morte de classes) Seja γ uma classe em Hp(Ki), dizemos que

nasce em Ki se γ < Hi−1,i
p . Se γ nasce em Ki então morre em K j caso se una com uma classe

anterior indo de K j−1 a K j, ou seja,

ϕi, j
p (γ) ∈ Hi−1, j

p e ϕi, j−1
p (γ) < Hi−1, j−1

p

Definição 3.1.4. (Persistência) Se γ nasce em Ki e morre entrando em K j então chamamos a

diferença, no valor da função, a persistência de γ, definida como pers(γ) = a j − ai. A diferença

entre os ı́ndices i e j é chamada ı́ndice de persistência. Se γ nasce em Ki mas não morre, então

temos que sua persistência é infinita.

Observe que o nascimento e a morte também podem ser vistos como uma sequência

de espaços vetoriais que não necessariamente são os grupos de homologia. Precisamos apenas

de uma sequência finita e homomorfismos de esquerda e direita que para espaços vetoriais são

chamados aplicações lineares.

3.1.2 Diagramas de Persistência

Aqui, introduziremos os diagramas de persistência que nos permitem visualizar toda a

informação dos grupos de homologia no processo de filtração.

Definição 3.1.5. Definimos µi, j
p o número de classes p-dimensionais que nascem em Ki e morrem

em K j, ou seja,

µi, j
p =

(
βi, j−1

p − βi, j
p

)
−

(
βi−1, j−1

p − βi−1, j
p

)
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para todo i < j e todo p.

Definição 3.1.6. (Diagrama de persistência) Marcando cada ponto (ai, a j) com multiplicidade

µ
i, j
p , obtemos o p-ésimo diagrama de persistência da filtração denotado por Dgmp( f ).

Figura 8: Exemplo de um diagrama de Persistência.

Fonte: Próprio Autor

A figura acima ilustra um diagrama de persistência. Por construção, todos os valores

estão acima da diagonal e as classes mais próximas a diagonal são as classes que persistem

por pouco tempo, por outro lado as classes mais próximas a horizontal superior representam as

classes que persistem por um maior tempo após filtração.

O próximo resultado nos diz que o diagrama traz consigo toda a informação dos grupos de

homologia persistente. Assim, teremos uma maneira direta de calcular o diagrama de persistência

e então teremos toda a informação topológica.

Teorema 3.1.1. (Lema Fundamental da Homologia Persistente) Seja ∅ = K0 ⊆ K1 ⊆ . . . ⊆

Kn = K uma filtração. Para cada par de ı́ndices 0 ≤ k ≤ l ≤ n e cada dimensão p, o p-ésimo
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Número de Betti Persistente é dado

βk,l
p = βk,n

p +
∑
i≤k

∑
j>l

µi, j
p (3.1)

Demonstração. Observe que de acordo com a definição 3.1.5 temos:

∑
i≤k

∑
j>l

µi, j
p =

∑
i≤k

∑
j>l

(
βi, j−1

p − βi, j
p

)
−

(
βi−1, j−1

p − βi−1, j
p

)
=

∑
i≤k

(
βi,l

p − β
i,n
p

)
−

(
βi−1,l

p − βi−1,n
p

)
=

∑
i≤k

(
βi,l

p − β
i−1,l
p

)
−

(
βi,n

p − β
i−1,n
p

)
=

(
βk,l

p − β
0,l
p

)
−

(
βk,n

p − β
0,n
p

)

Mas, β0, j
p = 0 para todo j pois K0 = ∅ não tem nenhuma classe de homologia. Portanto,

βk,l
p = βk,n

p +
∑
i≤k

∑
j>l

µi, j
p

�

A seguir definimos algumas métricas para o espaço dos diagramas de persistência

Definição 3.1.7. (Distância de Wasserstein) A distância de Wasserstein entre dois diagramas

de persistência X e Y é

Wp(X,Y) = inf
ϕ:X→Y

∑
x∈X

‖x − ϕ(x)‖q

1/p

(3.2)

em que 1 ≤ p, q ≤ ∞, ϕ varia sobre todas as bijeções e ‖(x, y)‖∞ = max {|x|, |y|} é a norma L∞

usual.

A distância a seguir é um caso especial da distância de Wasserstein, permitindo que

p = ∞.

Definição 3.1.8. (Distância de Bottleneck) A distância de Bottleneck entre dois diagramas de
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persistência X e Y é definida como

W∞(X,Y) = inf
ϕ:X→Y

sup
x∈X
‖x − ϕ(x)‖q (3.3)

Ou seja, a distância acima mede o grau de similaridade entre dois diagramas de per-

sistência.
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CAPÍTULO 4
Análise Topológica de Dados para Séries

Temporais Agroambientais

Neste capı́tulo utilizaremos TDA para avaliar séries temporais de commodities agrı́colas.

Para isso inicialmente faremos um estudo de como converter uma série temporal em uma nuvem

de pontos. Ao final do capı́tulo apresentamos as séries que serão estudadas e aplicaremos TDA a

elas.

4.1 TDA para Séries Temporais

Métodos inspirados nas propriedades topológicas e geométricas adotam o seguinte

pipeline:

i. Supõe-se que os dados sejam uma nuvem de pontos em um espaço métrico distribuı́dos por

pontos ou com conectividade intrı́nseca aos pares, definida por uma matriz de incidência.

A métrica definida para os dados geralmente é fornecida experimentalmente ou construı́da

por algum procedimento.

ii. Uma cadeia de complexos simpliciais chamada filtração, é construı́da sobre os dados. Essa

estrutura reflete os dados em diferentes escalas. A principal dificuldade aqui é como definir

a filtração para obter informações relevantes sobre os dados de uma maneira que possa ser

fácil de construir e manipular computacionalmente.
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iii. Invariantes topológicos e informações geométricas são extraı́dos dos dados, e esse conhe-

cimento pode ser visto como impressão digital dos dados. Eles podem ser usados para

entender melhor os dados ou ser combinados com outros recursos para análise posterior.

Como as entradas para análise utilizando a abordagem de TDA são nuvem de pontos e

como nossos dados são descritos por séries temporais precisamos fazer a “conversão” de modo

que caracterı́sticas topológicas importantes não sejam perdidas. Para isso utilizaremos alguns

métodos que reconstroem o espaço de fase onde a variedade está inserida.

Inspirado por um trabalho inicial de (MULDOON et al., 1993) utilizamos um método

geral para a construção de complexo simplicial a partir de séries temporais observadas de sistemas

dinâmicos com base no procedimento de reconstrução por coordenadas com atraso. Assim, o

complexo simplicial obtido preservará todas as caracterı́sticas topológicas pertinentes do espaço

de fase reconstruı́do e pode ser analisado a partir de aspectos topológicos, combinatórios e

algébricos.

Uma das descobertas importantes da teoria dos sistemas dinâmicos é a existência de

atratores estranhos nos espaços de fase dos sistemas não lineares. Geralmente, as informações

sobre a dinâmica são obtidas a partir de observações diretas de um número relativamente pequeno

de variáveis dinâmicas, e a importante contribuição nessa direção é a da “embedologia” (SAUER;

YORKE; CASDAGLI, 1991), um ramo da teoria de sistemas dinâmicos que aborda um problema

importante de determinar certas caracterı́sticas de espaço de fase apenas a partir de séries

temporais de um única observação.

No entanto, o campo da “embedologia” não é um campo de pesquisa completo, apesar

das técnicas confiáveis que foram desenvolvidas e usadas com sucesso por algum tempo. No

procedimento padrão, o ponto de partida é uma série temporal escalar observada, digamos

X = {x1, x2, . . . , xn} de alguma variável X medida em intervalos de tempo pares, e o sinal é

elevado para d dimensões usando a imersão atrasada para que o sinal se torne um caminho

em um espaço de fase de maior dimensão, de dimensão e forma desconhecidas. Os pontos no

espaço reconstruı́do geralmente convergem para uma variedade ou outro subespaço do espaço

euclidiano n-dimensional ou atratores da dimensão fractal.
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O teorema de Takens assume condições idealizadas no sentido de que as séries temporais

observadas não são contaminadas por ruı́do. Do ponto de vista prático, o procedimento de

mapeamento do vetor de estado de um sistema dinâmico para um ponto no espaço reconstruı́do

consiste em coletar m amostras uniformemente espaçadas das séries temporais observadas da

variável apropriada e concatená-las em um único vetor.

~vi(t) = [xt, xt−τ, xt−2τ, . . . , xt−(d−1)τ]

Os principais parâmetros no procedimento de reconstrução são τ, o atraso e d, a dimensão

de imersão. O teorema de imersão de Takens (TAKENS, 1981) garante a preservação das

propriedades topológicas do atrator, mas não de suas propriedades geométricas. Isso implica

que a escolha do atraso e a dimensão de imersão têm um impacto importante na qualidade

dos resultados obtidos nas aplicações. Um requisito do teorema de Takens é que a dimensão

de incorporação deve satisfazer d > 2d f rac + 1, onde d f rac é a dimensão fractal do sistema.

O primeiro passo no processo de reconstrução é a estimativa do atraso (ideal) e, uma vez

atingido esse objetivo, é determinada a dimensão de imersão apropriada d. O aspecto não

trivial da reconstrução do espaço de fase é refletido no grande número de técnicas sugeridas

para estimativas de τ e d. Os dois métodos mais utilizados para estimar o atraso baseiam-se na

determinação do primeiro mı́nimo da informação mútua média (FRASER; SWINNEY, 1986) ou

o primeiro valor zero da função de autocorrelação(GRASSBERGER; PROCACCIA, 1983). A

vantagem do primeiro é que as correlações lineares e não lineares são levadas em consideração,

enquanto o segundo inclui apenas correlações lineares. Para os fins deste estudo, o primeiro

mı́nimo local da informação mútua é usado para determinar o melhor tempo de atraso.

O próximo passo é a estimativa da dimensão de imersão. Neste caso temos duas pos-

sibilidades para a determinação do parâmetro d, aplicar o Teorema de Takens ou Método dos

falsos vizinhos mais próximos (KENNEL; BROWN; ABARBANEL, 1992; TRUONG, 2017),

no primeiro, calculamos a dimensão fractal do espaço (utilizando o coeficiente de hurst ou fda)

e posteriormente utilizamos o resultado do teorema. No segundo, fazemos a reconstrução do

atrator a cada valor m = 2, 3, 4, . . . da dimensão de incorporação, é calculado a porcentagem
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de pontos vizinhos em cada dimensão, para isso usa-se uma hiperesfera de raio ε e calcula-se

a distância m-dimensional entre pares de pontos. Se d, ε os pontos são vizinhos na dimensão

m. Se na dimensão m + 1 os pontos deixam de ser vizinhos devido ao atrator ter se desdobrado

então eles eram falsos vizinhos produzidos pela projeção do atrator numa dimensão menor que a

necessária.

A seguir veremos uma aplicação de TDA em séries temporais de commodities agrı́colas.

4.2 TDA em Commodities Agrı́colas

Os preços de commodities agrı́colas sofrem variações de preço por influência das

condições climáticas, pelo bicombustı́vel e pelo alto consumo de energia, através de fertili-

zantes, processamento de alimentos. A relação entre os preços do petróleo e das commodities

alimentı́cias aumenta o custo da produção de alimentos e induz polı́ticas relacionadas à produção

de biocombustı́veis. (LIMA et al., 2019; BAFFES, 2013).

Muito tem se discutido sobre os preços do petróleo e os preços das commodities agrı́colas,

especialmente durante a última década devido a crises de alimentos em 2006/2008 e de 2010,

onde os preços eram muito altos, seguidos por um rápido declı́nio, criando uma grande flutuação

e por consequência, grande instabilidade (ABBOTT; BATTISTI, 2011).

O biocombustı́vel é o produto que conecta os mercados de energia e alimentos. Como este

é produzido a partir de culturas agrı́colas existe a preocupação de como a produção e os preços

dos alimentos são afetados pelo aumento da produção de biocombustı́veis (KRISTOUFEK;

JANDA; ZILBERMAN, 2016).

Os maiores produtores de etanol do mundo são os Estados Unidos e Brasil, que represen-

tam 56% e 28% da produção mundial, respectivamente (RFA, 2019). O etanol brasileiro é obtido

pelo processamento da cana-de-açúcar, também utilizada na produção de açúcar, importante

produto agrı́cola brasileiro (DRABIK ET AL, 2015).

A associação entre preços de commodities agrı́cola e os preços de biocombustı́veis tem

despertado bastante interesse, estão sendo utilizadas diferentes metodologias para avaliação de
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tais dados. Lima et al. (2019) estudaram a relação entre açúcar e etanol usando os métodos

econofı́sicos para analisar correlações cruzadas de longo prazo entre essas commodities, (SILVA

et al., 2019) utilizou o método Transfer Entropy para identificar em quais direções os fluxos de

informação são mais fortes. Diante disto, utilizaremos TDA como uma medida de similaridade

entre as commodities: Açúcar, Etanol e Petróleo, nas séries de Retorno e Volatilidade para

investigar as possı́veis influências sob preços destas commodities.

4.3 Dados

Os dados foram obtidos das seguintes fontes: Preços diários de açúcar e etanol (em USD)

do Centro de Estudos Avançados em Economia Aplicada / Faculdade de Agricultura Luiz de

Queiroz / Universidade de São Paulo - CEPEA / ESALQ / USP (CEPEA/ESALQ/USP, 2019)

e Preços diários de petróleo bruto (em USD) da US Energy Information Administration - EIA

(EIA, 2019), no perı́odo de 25/01/2010 a 31/12/2018. Os retornos logarı́tmicos são dados por

Rt = ln(Pt) − ln(Pt−1) onde Pt são os preços diários observados. A volatilidade é dada por

Vt = |Rt|. A série original, de retorno e volatilidade são mostradas nas figuras 9,10, 11.

Figura 9: Série temporal de preços P para açúcar, etanol e petróleo no perı́odo de 25/01/2010 a
31/12/2018.

Fonte: Próprio Autor

Figura 10: Série temporal de retornos R para açúcar, etanol e petróleo no perı́odo de 25/01/2010 a
31/12/2018.

Fonte: Próprio Autor
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Figura 11: Série temporal de volatilidades V para açúcar, etanol e petróleo no perı́odo de 25/01/2010
a 31/12/2018.

Fonte: Próprio Autor

Para análise dos dados foram utilizados o software Python 3.7 e os pacotes: Ripser,

Persim, TDAsets, MoguTDA, Nolds, Hurst.
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CAPÍTULO 5
Resultados e Discussão

Como discutimos na seção 4.1 para reconstruirmos a série temporal através de coorde-

nadas atrasadas, precisamos determinar os parâmetros de atraso (τ) e de dimensão de imersão

(d). Para isso foram utilizados os métodos de informação mútua, para determinação do atraso,

e método dos falsos vizinhos próximos para determinação da dimensão em cada série das

commodities estudadas. Estes resultados podem ser vistos nas figuras 12,13, 14, 15,16 e 17.

Figura 12: Informação Mútua e Método dos Falsos Vizinhos Próximos para série de Retorno do
Açúcar

Fonte: Próprio Autor

Figura 13: Informação Mútua e Método dos Falsos Vizinhos Próximos para série de Volatilidade
do Açúcar

Fonte: Próprio Autor
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Figura 14: Informação Mútua e Método dos Falsos Vizinhos Próximos para série de Retorno do
Etanol

Fonte: Próprio Autor

Figura 15: Informação Mútua e Método dos Falsos Vizinhos Próximos para série de Volatilidade
do Etanol

Fonte: Próprio Autor

Figura 16: Informação Mútua e Método dos Falsos Vizinhos Próximos para série de Retorno do
Petróleo

Fonte: Próprio Autor
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Figura 17: Informação Mútua e Método dos Falsos Vizinhos Próximos para série de Volatilidade
do Petróleo

Fonte: Próprio Autor

Os resultados obtidos mostram que o atraso ideal para as séries estudadas são τ = 1 e

d = 4. Estes resultados corroboram com o sugerido por (ZBILUT, 2005).

Assim determinados os parâmetros, obtemos as seguintes configurações para a

reconstrução por coordenadas atrasadas vistas nas figuras 18 e 19.

Figura 18: Reconstrução por coordenadas atrasadas para as séries de retorno das commodities.

Fonte: Próprio Autor

Figura 19: Reconstrução por coordenadas atrasadas para as séries de volatilidade das commodities.

Fonte: Próprio Autor
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Foram obtidos os diagramas de persistência de cada série afim de usar a Distância de

Bottleneck (3.3) para comparar o grau de similaridade entre os diagramas e concluir sobre as

séries.

Figura 20: Diagramas de persistência para as séries de retorno das commodities.

Fonte: Próprio Autor

Figura 21: Diagramas de persistência para as séries de volatilidade das commodities.

Fonte: Próprio Autor

Os resultados dos cálculos da distância de Bottleneck (22, 23) e correlações entre os

diferentes pares de commodities são mostrados nas tabelas 2 e 3.

Observa-se na tabela 2 que menores distâncias de Bottleneck são obtidas para séries de

retornos de açúcar e etanol, onde há maior correlação devido à razão de mercado na produção de

duas commodities produzidas pela mesma matéria-prima, a cana-de-açúcar. A maior distância

do diagrama de persistência é observada nas séries de retorno para pares de petróleo/açúcar e

petróleo/etanol, onde correlações menores evidenciam baixa similaridade entre as séries. No
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primeiro par, a relação entre os produtos está associada ao custo do transporte, que influencia no

preço final do açúcar, sendo esperado que o aumento do preço do petróleo resulte em aumento

do preço do açúcar. Para o par petróleo/etanol ocorre a concorrência no mercado, ambos são

combustı́veis e compõem o mercado energético.

Resultados semelhantes foram obtidos para as séries de volatilidade, pois a relação de

preços descrita anteriormente influenciou a variabilidade dos preços das commodities vide tabela

3.

Tabela 2: Correlação entre as Séries de Retorno versus Distância de Bottleneck.

CORRELAÇÃO DISTÂNCIA DE BOTTLENECK
Etanol-Açúcar 0.5601247 0.002765

Petróleo-Açúcar 0.2051491 0.004819
Petróleo-Etanol 0.1901008 0.004241

Fonte: Próprio Autor

Tabela 3: Correlação entre as Séries de Volatilidade versus Distância de Bottleneck.

CORRELAÇÃO DISTÂNCIA DE BOTTLENECK
Etanol-Açúcar 0.436171 0.004037

Petróleo-Açúcar 0.078786 0.006198
Petróleo-Etanol 0.073744 0.004567

Fonte: Próprio Autor

Figura 22: Distância de Bottleneck entre os pares de commodities para as séries de retorno
(a)Açúcar/Etanol, (b)Petróleo/Açúcar, (c)Petróleo/Etanol.

Fonte: Próprio Autor
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Figura 23: Distância de Bottleneck entre os pares de commodities para as séries de volatilidade
(a)Açúcar/Etanol, (b)Petróleo/Açúcar, (c)Petróleo/Etanol.

Fonte: Próprio Autor

Tais resultados corroboram com os resultados de (LIMA et al., 2019; SILVA et al., 2019)

que encontraram a existência de correlações de longo prazo entre essas mercadorias, fornecendo

as informações sobre qual mercadoria em cada par de mercadorias analisado contribui mais para

as correlações, através das medidas de similaridades entre os diagramas de persistência.
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CAPÍTULO 6
Conclusões e Perspectivas

A motivação central para este estudo foi produzir uma interpretação confiável da dinâmica

subjacente dos dados de séries temporais de commodities agrı́colas usando homologia persistente.

Os resultados mostraram que maiores distâncias no diagrama de persistência foram obtidas nas

séries de retorno e volatilidade para pares de petróleo/açúcar e petróleo/etanol, onde correlações

menores evidenciam baixa similaridade entre as séries. Tais resultados são validados com o

estudo de (LIMA et al., 2019; SILVA et al., 2019) e se justificam para o primeiro par, pela

relação entre custo do transporte e a influencia que isso provoca no preço final, para o segundo

par, pela concorrência no mercado, pois se tratam de combustı́veis que compõem o mercado

energético.

Como proposta futura pretendemos avaliar outros fenômenos agroambientais descritos

por séries temporais e acrescentar uma análise que combina informações quantificadas por

homologias persistente com aprendizado de máquina.

A aplicação de aprendizagem de máquina (ML) para as saı́das de TDA é uma área

recente e com amplas possibilidades de estudo/descoberta (UMEDA, 2017). O TDA tem sido

utilizado com sucesso em diferentes tópicos, apesar de ainda não serem encontradas pesquisas

suficientes sobre o TDA combinadas com técnicas de ML. Por outro lado, verifica-se que a

maioria destes trabalhos de pesquisa é destinada ao ML baseado em kernels via TDA (MEJIA-

RUDA; JIMENEZ-MORENO; HERNANDEZ, 2018).

O ML (mais especificamente Deep Learning) permite que modelos computacionais

compostos por várias camadas de processamento aprendam representações de dados com vários
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nı́veis de abstração (LECUN; BENGIO; HINTON, 2015). Para séries temporais é efetivo se a

classificação for clara e se houver dados supervisionados rotulados de acordo com a classe. No

entanto, ao executar a análise de séries temporais na realidade, os critérios para classificação

podem não ser claros; portanto, o objetivo geralmente se torna detectar quando ocorre uma

alteração de um estado normal para um estado anormal ou quando ocorrem sinais dessa alteração.

Por isso, utilizaremos TDA para detecção de anomalias (UMEDA, 2017).

Diante dessa perspectiva daremos continuidade a este trabalho fazendo Análise To-

pológica de Dados para diversos fenômenos que são descritos através de séries temporais. Estas

séries devem ser transformadas em uma nuvem de pontos em um espaço com dimensão parame-

trizada por dois parâmetros, afim de obter uma superfı́cie difeomorfa a variedade de onde a série

foi amostrada, serão analisadas as diferentes possibilidades de saı́das (diagramas de persistência,

números de Betti, caracterı́stica de Euler, Barcode etc..) em seguida será avaliado o impacto que

as diversas formas de obtenção de uma topologia de uma nuvem de pontos têm na classificação e

na complexidade computacional e por fim serão utilizadas redes neurais e distâncias para inferir

sobre as saı́das obtidas.

A nossa proposta de trabalhos futuros pode ser sintetizada segundo a pipeline abaixo:

Figura 24: Pipeline para TDA + Redes Neurais

Fonte: Próprio Autor
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APÊNDICE A
Códigos Fonte

Sliding Window:

import matplotlib.pyplot as plt

import numpy as np

import networkx as nx

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

import math

import pylab

def sliding_windows(M,t, series):

M-=1

coords = []

for i in range(0, len(series)-1):

if i + M*t > len(series)-1:

return coords

else:

point = ()

for j in range(0,M+1):

point += (series[i + j*t],)

coords.append(point)

return coords
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##plot sliding windows with matplotlib (uses scatter plot)

def plot_3d(window):

fig = plt.figure()

ax = fig.add_subplot(111, projection=’3d’)

x = []

y = []

z = []

for i in window:

x.append(i[0])

y.append(i[1])

z.append(i[2])

ax.scatter3D(x,y,z,s = 30, c =’r’)

ax.text2D(0.05, 0.95,"", transform=ax.transAxes)

plt.show()

##Convert window to numpy array. Return the unique values (those values were plotted).

def toNumpyArray(window):

np_array = np.unique(np.asarray(window), axis = 0)

return np_array

Takens Embedding:

import numpy as np # linear algebra
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import pandas as pd # data processing, CSV file I/O (e.g. pd.read_csv)

import os

import math #math fun

import matplotlib.pyplot as plt #plotting

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D #3d plots

from sklearn.neighbors import NearestNeighbors

def takensEmbedding (data, delay, dimension):

"This function returns the Takens embedding of data with delay into dimension, delay*dimension must be < len(data)"

if delay*dimension > len(data):

raise NameError(’Delay times dimension exceed length of data!’)

embeddedData = np.array([data[0:len(data)-delay*dimension]])

for i in range(1, dimension):

embeddedData = np.append(embeddedData, [data[i*delay:len(data) - delay*(dimension - i)]], axis=0)

return embeddedData;

Informação Mútua (τ):

import numpy as np # linear algebra

import pandas as pd # data processing, CSV file I/O (e.g. pd.read_csv)

import os

import math #math fun

import matplotlib.pyplot as plt #plotting

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D #3d plots

from sklearn.neighbors import NearestNeighbors

def mutualInformation(data, delay, nBins):

"This function calculates the mutual information given the delay"

I = 0;

xmax = max(data);
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xmin = min(data);

delayData = data[delay:len(data)];

shortData = data[0:len(data)-delay];

sizeBin = abs(xmax - xmin) / nBins;

#the use of dictionaries makes the process a bit faster

probInBin = {};

conditionBin = {};

conditionDelayBin = {};

for h in range(0,nBins):

if h not in probInBin:

conditionBin.update({h : (shortData >= (xmin + h*sizeBin)) & (shortData < (xmin + (h+1)*sizeBin))})

probInBin.update({h : len(shortData[conditionBin[h]]) / len(shortData)});

for k in range(0,nBins):

if k not in probInBin:

conditionBin.update({k : (shortData >= (xmin + k*sizeBin)) & (shortData < (xmin + (k+1)*sizeBin))});

probInBin.update({k : len(shortData[conditionBin[k]]) / len(shortData)});

if k not in conditionDelayBin:

conditionDelayBin.update({k : (delayData >= (xmin + k*sizeBin)) & (delayData < (xmin + (k+1)*sizeBin))});

Phk = len(shortData[conditionBin[h] & conditionDelayBin[k]]) / len(shortData);

if Phk != 0 and probInBin[h] != 0 and probInBin[k] != 0:

I -= Phk * math.log( Phk / (probInBin[h] * probInBin[k]));

return I;

np_array_lrac = np.unique(np.asarray(serie_lrac), axis = 0)

datDelayInformation = []

for i in range(1,3):

datDelayInformation = np.append(datDelayInformation,[mutualInformation(np_array_lrac,i,24)])

plt.plot(range(1,3),datDelayInformation);

plt.xlabel(’delay - lrac’);

plt.ylabel(’mutual information - lrac’);
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Método dos Falsos Vizinhos Próximos (d):

import numpy as np # linear algebra

import pandas as pd # data processing, CSV file I/O (e.g. pd.read_csv)

import os

import math #math fun

import matplotlib.pyplot as plt #plotting

from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D #3d plots

from sklearn.neighbors import NearestNeighbors

def false_nearest_neighours(data,delay,embeddingDimension):

"Calculates the number of false nearest neighbours of embedding dimension"

embeddedData = takensEmbedding(data,delay,embeddingDimension);

#the first nearest neighbour is the data point itself, so we choose the second one

nbrs = NearestNeighbors(n_neighbors=2, algorithm=’auto’).fit(embeddedData.transpose())

distances, indices = nbrs.kneighbors(embeddedData.transpose())

#two data points are nearest neighbours if their distance is smaller than the standard deviation

epsilon = np.std(distances.flatten())

nFalseNN = 0

for i in range(0, len(data)-delay*(embeddingDimension+1)):

if (0 < distances[i,1]) and (distances[i,1] < epsilon) and ( (abs(data[i+embeddingDimension*delay] - data[indices[i,1]+embeddingDimension*delay]) / distances[i,1]) > 10):

nFalseNN += 1;

return nFalseNN

nFNN = []

for i in range(1,11):

nFNN.append(false_nearest_neighours(serie_lrac,1,i) / len(serie_lrac))

plt.plot(range(1,11),nFNN);

plt.xlabel(’embedding dimension - lrac’);

plt.ylabel(’Fraction of fNN - lrac’);
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