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Resumo

A computação quântica é um modelo de computação que exibe todas as suas potencialidades

por meio dos seus fenômenos quânticos, e, para isso, na execução de tarefas computacionais

com mais eficiência tanto no processamento de dados quanto na transmissão de dados

e de informações, permitindo solucionar problemas na otimização do desempenho de

algoritmos de aprendizagem de máquinas, problemas estes, acarretados principalmente,

pelo crescente número de dados (big data) que diariamente são gerados e a necessidade

de encontrar abordagens tecnológicas inovadoras para o tratamento e a análise desse

fluxo de dados. Exemplificando o que se afirma acima, tem-se a Memória Quântica

Probabilística (MQP) proposta por Trugenberger em que um novo padrão de entrada

deverá ser reconhecido, quando apresentam distâncias de Hamming próximas, acarretando

o reconhecimento do novo padrão estabelecido na entrada. Nesse sentido, este trabalho faz

a inclusão de um parâmetro a esta memória, permitindo que as memórias armazenadas

reconheçam o novo padrão inserido com uma elevada probabilidade. Como demonstrado

neste trabalho, realiza-se um ajuste à memória com a inclusão de um parâmetro a n

(tamanho da memória), denominada de Memória Quântica Probabilística Parametrizada

(MQPP) possibilitando uma melhor funcionalidade da memória, ao conseguir separar

de forma eficiente, o novo padrão. A proposta e a implementação dessa alteração é

embasada em resultados alcançados utilizando dados artificiais, através da comparação dos

resultados usando a MQP e a MQPP, percebe-se os resultados satisfatórios provenientes da

modificação sugerida à memória. Nesse contexto, conforme a alteração feita ao algoritmo

de recuperação de informação, mostramos que o padrão de entrada será classificado, apenas

pela memória que retorna com uma alta probabilidade. Assim, este trabalho valida a

proposta de melhoramento da limitação existente na MQP de forma simples e eficaz.

Palavras-chave: Computação Quântica, Aprendizado de Máquina, Memória Quântica

Probabilística, Memória Quântica Probabilística Parametrizada.



Abstract

Quantum computing is a model of computation that exhibits all its potentialities through

its quantum phenomena, and, for this, in the execution of computational tasks more

efficiently in data processing as well as in the transmission of data and information,

allowing to solve problems in the optimization of the performance of machine learning

algorithms. These problems are caused mainly by the increasing number of daily data

generated and the need to find innovative technological approaches to the treatment and

analysis of this data flow. For example, we have the Probability Quantum Memory (MQP)

proposed by Trugenberger in which a new input pattern should be recognized, when

they present close Hamming distances, leading to the recognition of the new standard

established at the input. In this sense, this work adds a parameter to this memory, allowing

the stored memories to recognize the new pattern inserted with a high probability. As

shown in this work, a memory fit is performed with the inclusion of a parameter to n

(memory size), called Parameterized Probabilistic Quantum Memory (MQPP), allowing

better memory functionality, by efficiently separating , the new standard. The proposal

and implementation of this change is based on results obtained using artificial data, by

comparing the results using the MQP and the MQPP, we can see the satisfactory results

from the suggested modification to memory. In this context, according to the change made

to the information retrieval algorithm, we show that the input pattern will be classified,

only by the memory that returns with a high probability. Thus, this work validates the

proposal to improve the existing limitation in the MQP in a simple and effective way.

Keywords: Quantum Computation, Machine Learning, Probabilistic Quantum Memory,

Parametrized Probabilistic Quantum Memory.
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1 Introdução

Neste capítulo é apresentado a motivação para o trabalho, o estudo e uma

modificação a memória quântica probabilística. A Seção 1.1 apresenta um breve

histórico sobre a memória quântica probabilística, citando inclusive alguns dos

problemas de uma memória quântica probabilística. Na Seção 1.2 são descritos

os objetivos desta dissertação. Na Seção 1.3 são descritos os capítulos desta

dissertação.

1.1 Motivação

A aprendizagem de máquina (AM) refere-se a um campo da ciência da computação

em que os algoritmos “aprendem” com a experiência em relação a alguma tarefa, em

que o algoritmo interpreta os dados e busca a melhor maneira de resolver este problema

(MITCHELL et al., 1997; MAGLOGIANNIS, 2007). A AM é aplicada, por exemplo,

para o reconhecimento de imagem e fala, identificação de padrões, filtragem de spams no

e-mail, detecção de invasão na rede, detecção de fraudes, carros autônomos, otimização de

estratégias, avaliação do comportamento do consumidor, desenvolvimento de estratégias

para jogos de computador (DUNJKO; BRIEGEL, 2017), entre outras.

As aplicações atuais da AM requerem um grande volume de dados o que aumenta

o custo computacional dos algoritmos de aprendizagem comprometendo o desempenho da

AM clássica (BIAMONTE et al., 2017). Necessita-se de uma estratégia para reduzir o

custo computacional dos algoritmos de aprendizado, permitindo que o desenvolvimento de

aplicações com grandes volumes de dados de forma mais eficiente. Com a Computação

Quântica (CQ) (NILSSON, 1996; WIEBE et al., 2012; REBENTROST et al., 2014;

WIEBE et al., 2014) em concomitância com a Aprendizagem de Máquina (AM) (RUSSELL;

NORVIG, 2016; ROSENBLATT, 1958; SASAKI et al., 2001; SASAKI; CARLINI, 2002) e

a Inteligência Artificial (IA) (RUSSELL; NORVIG, 2016; HARROW et al., 2009; CLADER

et al., 2013; WIEBE et al., 2012; WIEBE et al., 2014; REBENTROST et al., 2014; LLOYD

et al., 2014) podem ser propostos algoritmos para aprendizado de máquina que possuam

vantagens em relação aos algoritmos clássicos.

A computação quântica (CQ) (MANIN, 1999; NIELSEN; CHUANG, 2010;
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FEYNMAN, 1982; BARENDS et al., 2014; DIVINCENZO et al., 2000) surgiu devido aos

diferentes comportamentos que apresentam um estado da matéria em escala subatômica.

Foi observado que o custo computacional da simulação de um sistema quântico por um

computador clássico utilizando o melhor algoritmo conhecido é exponencialmente maior

do que a simulação em um computador quântico, utilizando os algoritmos atuais. Um

computador quântico utiliza recursos inerentemente quânticos, como, por exemplo, a

superposição quântica (SILVA et al., 2012; HIRVENSALO, 2013), o emaranhamento

quântico (ÖMER, 1998; HIRVENSALO, 2013), o paralelismo quântico (SILVA et al., 2012;

HIRVENSALO, 2013), a interferência quântica (JOSÉ et al., 2013; HIRVENSALO, 2013)

entre outros. A computação quântica tem sido utilizada para desenvolver algoritmos mais

eficientes do que os algoritmos clássicos conhecidos (HARROW et al., 2009; CHILDS

et al., 2015; REBENTROST et al., 2018; WIEBE et al., 2012; LLOYD et al., 2013;

REBENTROST et al., 2014; WIEBE et al., 2014; LLOYD et al., 2014; DEUTSCH, 1985;

SHOR, 1999; SIMON, 1997; GROVER, 1997).

O campo da Aprendizagem de Máquina Quântica (AMQ) oferece um grande

potencial de aprimorar a AM clássica (SCHULD et al., 2015; BIAMONTE et al., 2017).

Diversos algoritmos de AMQ já foram propostos (HARROW et al., 2009; CLADER

et al., 2013; REBENTROST et al., 2014; WIEBE et al., 2014; LLOYD et al., 2014;

RIGATOS; TZAFESTAS, 2007; KAK, 1995) utilizando redes neurais artificiais (RNA)

(SILVA et al., 2016a; SILVA et al., 2016b; SILVA et al., 2012), reconhecimento de

padrões (TRUGENBERGER, 2002; VENTURA; MARTINEZ, 2000; SCHÜTZHOLD, 2003;

DUNJKO et al., 2016; CHIAPPETTA et al., 1994) no ganho na velocidade computacional

para a execução de sub-rotinas de algoritmos clássicos de aprendizagem de máquina em

um computador quântico (LLOYD et al., 2013; REBENTROST et al., 2014; WIEBE et al.,

2014), no aperfeiçoamento da linguagem nos sistemas quânticos abertos, na aprendizagem

quântica de máquina adiabática em algumas classes de otimização (NEVEN et al., 2009;

PUDENZ; LIDAR, 2013; NEIGOVZEN et al., 2009), entre outros.
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1.2 Problema de Pesquisa

Uma memória quântica probabilística (VENTURA; MARTINEZ, 2000;

TRUGENBERGER, 2001) possibilita o aumento exponencial na capacidade de

armazenamento de informações pela memória. Diversos estudos mostraram limitações da

memória probabilística quântica (BRUN et al., 2003; SCHULD et al., 2014a; SCHULD et

al., 2014b; DUNJKO; BRIEGEL, 2017). Em (DUNJKO; BRIEGEL, 2017) é afirmado

que a memória quântica probabilística não é um modelo completo, pois, ao recuperar

uma informação ocorre o colapso da memória, assim, o simples fato de observar o sistema

pode alterá-lo. Constata-se uma segunda limitação deste modelo, em que ao ser utilizado

como classificador não consegue classificar padrões de entrada muito próximos. Neste

trabalho, mostrou-se uma variação a esta memória através de uma alteração ao modelo

em que n (tamanho da memória) é substituído por um parâmetro denominado de φ,

separando com mais eficácia o padrão de entrada em relação às memórias armazenadas,

com isso, aumenta a probabilidade de classificação dos padrões. Conforme já abordado

anteriormente, a modificação feita estabelece um ajuste a memória e o novo padrão de

entrada deverá ser classificado com uma alta probabilidade, portanto, conseguindo separar

este novo padrão de entrada.

O problema de pesquisa desta dissertação é uma área da computação quântica

em bastante expansão, destacam-se trabalhos como (NJAFA et al., 2013; SCHULD et

al., 2014a; SINGH et al., 2017) que utilizam o algoritmo para o reconhecimento de

padrões quânticos para características binárias, processo baseado na memória quântica

probabilística (MQP) (TRUGENBERGER, 2001). Segundo o modelo, a memória retorna

com uma alta probabilidade em torno dos padrões que apresentam a menor distância de

Hamming para os padrões de entrada. Ressalta-se o trabalho (DUNJKO; BRIEGEL, 2017),

mencionando que o modelo sofre de falta de escalabilidade, isto é, se houver muitos padrões

para inicializarem a memória, o custo computacional ficará elevado. Conforme (BRUN

et al., 2003; SCHULD et al., 2014b) a desvantagem do modelo é apresentada na fase de

recuperação da informação, pois, a memória colapsa e precisa ser novamente, reiniciada.

Porém, em (TRUGENBERGER, 2003) afirma que o seu modelo deve apresentar um

número de entrada polinomial. Em (SCHULD et al., 2014a) apresenta-se uma abordagem

utilizando o modelo para o reconhecimento de padrões.
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1.3 Objetivos

1.3.1 Geral

Aprimorar a Memória Quântica Probabilística, contribuindo para uma melhor

adequação aos dados, através da inclusão de um parâmetro que permite um ajuste no

cálculo da distância entre os padrões.

1.3.2 Específicos

1. Definir um modelo de Memória Quântica Probabilística Parametrizada que ao incluir

um parâmetro ajustável, possibilite uma melhor adaptação e ajuste dos dados,

aprimorando o desempenho na correta classificação dos padrões.

2. Definir um modelo de Memória Quântica Probabilística Parametrizada que possua

ganho exponencial em relação à memória clássica no tamanho da memória. Utilizando

como base, a definição de uma memória quântica probabilística.

3. Avaliar a Memória Quântica Probabilística Parametrizada utilizando dados artificiais.

1.4 Mapa de pesquisa

O mapa na Fig. 1 apresenta de forma geral a estrutura lógica das etapas executadas

nesta pesquisa.

1.5 Organização da dissertação

O restante deste trabalho está dividido em 4 capítulos. No capítulo 2 são descritos

conceitos, processos e estruturas da computação quântica tais como: conceito de qubit;

produto tensorial; operações sobre dois qubits; circuitos quânticos; portas quânticas;

superposição quântica; emaranhamento quântico; teorema da não-clonagem. É também

apresentado no capítulo 2, o algoritmo de Grover. No capítulo 3 é descrita a memória

quântica probabilística com capacidade exponencial de armazenar 2n padrões de n qubits

utilizando n bits quânticos. No capítulo 4 é apresentado a modificação proposta ao

modelo da memória quântica probabilística, definida como memória quântica probabilística
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parametrizada através da inclusão de um parâmetro ajustável φ. Neste capítulo são

apresentados os resultados deste trabalho. No capítulo 5 são apresentados a conclusão da

dissertação, as considerações finais e sugestões para trabalhos futuros.

Figura 1 – Mapa de Pesquisa das atividades em ordem cronológica

Fonte: O autor, 2018



16

2 Computação Quântica

Neste capítulo é realizada uma introdução aos conceitos de computação

quântico necessários para o entendimento desta dissertação. Na Seção 2.2 são

apresentados os postulados da mecânica quântica. Na Seção 2.3 é definido o

bit quântico (qubit). Na Seção 2.4 é definido o produto tensorial. Na Seção 2.5

é definido o emaranhamento quântico. Na Seção 2.6 são definidos as operações

sobre um qubit. Na Seção 2.7 são definidos as operações sobre dois qubits. Na

Seção 2.8 são descritos os circuitos quânticos e portas quânticas. Na Seção

2.9 é apresentado a propriedade da superposição quântica. Na Seção 2.10 é

apresentado o paralelismo quântico. Na Seção 2.11 é apresentado o teorema da

não clonagem. Na Seção 2.12 é descrito o algoritmo de Grover.

2.1 Introdução

Desde o ábaco até os supercomputadores, a computação era baseada na física

clássica. O estudo da computação quântica (NIELSEN; CHUANG, 2002) teve o seu

início na década de 1980. Richard Feynman em 1982 (FEYNMAN, 1982) afirmou que a

simulação de sistemas quânticos por um computador clássico admite um elevado custo

computacional e este custo poderia ser reduzido utilizando-se um computador quântico.

Destaca-se na computação quântica a possibilidade de possuir algoritmos quânticos com

custo computacional inferior aos algoritmos clássicos conhecidos, numa mesma classe de

problemas. Por exemplo, o algoritmo de fatoração de Shor (SHOR, 1999) com ganho

exponencial em relação ao melhor algoritmo clássico conhecido, o algoritmo de busca de

Grover (GROVER, 1997) que tem ganho quadrático sobre o melhor algoritmo clássico, a

simulação de sistemas quânticos, entre outros.

Ressalta-se nesta área, o princípio da superposição em que um qubit está em

mais de um estado e, portanto, trabalha simultaneamente. Esta propriedade de um

qubit, contribui na capacidade dos algoritmos quânticos na resolução de problemas,

inclusivo no desenvolvimento de algoritmos de aprendizagem quântica como árvores de

decisão (FARHI; GUTMANN, 1998; LU; BRAUNSTEIN, 2014), algoritmos evolutivos

(MALOSSINI et al., 2008), redes neurais sem peso (OLIVEIRA et al., 2008; OLIVEIRA,
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2009; GRALEWICZ, 2004; NARAYANAN; MENNEER, 2000) e memórias associativas

(VENTURA; MARTINEZ, 2000; TRUGENBERGER, 2001).

2.2 Postulados da Mecânica Quântica

Nesta Seção são descritos os quatro postulados da mecânica quântica, como

apresentados em (NIELSEN; CHUANG, 2002). Os postulados da mecânica quântico

definidos abaixo, serão utilizados nas Seções 2.3 a 2.10 na apresentação dos conceitos da

computação quântica.

1o Postulado. Todo e qualquer sistema físico isolado está associado a um espaço

vetorial complexo V com produto interno. O espaço vetorial provido de produto interno

(cuja notação 〈υ, w〉), definido pela norma |υ| =
√
〈υ, υ〉. Um sistema é absolutamente

descrito por um vetor unitário (vetor de estado) em V.

2o Postulado. A evolução de um sistema quântico fechado é descrito por uma

transformação unitária. Ou seja, o estado |Ψ〉 de um sistema no instante t1 está relacionado

com o estado |Ψ′〉 do sistema no instante t2 por uma transformação unitária U que depende

apenas de t1 e t2.

|Ψ′〉 = U |Ψ〉

3o Postulado. Este postulado define a medição quântica como sendo um conjunto

de operadores Mm de medição. Estes operadores atuam sobre o espaço vetorial associado

ao sistema que está sendo medido. O índice m refere-se ao valor de leitura possível,

chamado de observável (saídas) que ocorrem na medição. Se o estado do sistema quântico

é |Ψ〉 imediatamente antes da medição ocorrer, então a probabilidade do resultado m

ocorrer é determinada por

p(m) = 〈Ψ|M †
mMm |Ψ〉 ,

O estado do sistema após a medida é:
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Mm |Ψ〉√
〈Ψ|M †

mMm |Ψ〉

Os operadores de medição que devem satisfazer a equação de completude:

∑
m

M †Mm = I

4o Postulado. O estado de um sistema físico composto é o produto tensorial

dos estados dos sistemas físicos componentes. Sejam V e W dois espaços vetoriais de

dimensões x e y respectivamente. O novo espaço vetorial V ⊗W tem dimensão x · y e

seus vetores são descritos através de combinações lineares da sua base. Como por exemplo,

se os sistemas estiverem numerados de 1 a p e o número i estiver no estado |Ψi〉, então o

estado do sistema total é |Ψi〉 ⊗ · · · ⊗ |Ψp〉.

2.3 Qubits

Em computação quântica, um bit quântico ou qubit é um vetor unitário (YOUNG,

1988) denominado de estado quântico e pode ser representado no espaço vetorial C2,

descrito numa sobreposição conforme mostra a Equação 2.3.1,

|Ψ〉 = α |0〉+ β |1〉 (2.3.1)

onde α e β são os coeficientes complexos e também chamados de amplitudes de

probabilidade de um estado quântico, restritos pela condição de normalização |α|2+|β|2 = 1

e |0〉 e |1〉 são os vetores descritos na Equação 2.3.2.1

|0〉 =

 1

0

 e |1〉 =

 0

1

 (2.3.2)

O bit quântico poderá estar simultaneamente nos estados |0〉 e |1〉, mas após uma

medição ser realizada altera seu estado, assumindo o estado |0〉 com probabilidade |α|2 ou

o estado |1〉 com probabilidade |β|2.
1 Em computação quântica usa-se qualquer base ortonormal, porém a base computacional (canônica) é a

mais utilizada.
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2.4 Produto Tensorial

Representa-se um qubit em um sistema quântico n-dimensional como um vetor

unitário no espaço vetorial C2ncomodescritonaEquao2.4.1.

|Ψ〉 =
2n−1∑
i=0

αi |Ψi〉 restrito por
2n−1∑
i=0

|αi|2 = 1 (2.4.1)

Sendo |Ψ〉 um sistema geral constituído por dois sistemas, em que |α〉1 e |ϕ〉2 são

os vetores de estado nos espaços de Hilbert distintos, Ĥ1 e Ĥ2. Tem-se que,

|Ψ〉 = |α〉1 ⊗ |ϕ〉2 .

Representa-se ⊗ como o produto tensorial que descreve o estado de seus componentes.

2.5 Emaranhamento Quântico

Observe o vetor no estado:

|Ψ〉 =
|0, 0〉+ |1, 1〉√

2
=

1√
2
|0〉 |0〉+

1√
2
|1〉 |1〉

Então

|Ψ〉 =
1√
2
|0〉 |0〉+ 0 |0〉 |1〉+ 0 |1〉 |0〉+

1√
2
|1〉 |1〉

Dados dois espaços vetoriaisW1 eW2, sendoW1 = s0 |0〉+s1 |1〉 eW2 = v0 |0〉+v1 |1〉

Reescrevendo como produto tensorial, tem-se que

(s0 |0〉+ s1 |1〉)⊗ (v0 |0〉+ v1 |1〉) = s0v0 |00〉+ s0v1 |01〉+ s1v0 |10〉+ s1v1 |11〉

Observa-se que o estado |Ψ〉 acima, não pode ser descrito como produto tensorial,

pois: |Ψ〉 = s0v0 = s1v1 = 1√
2
e s0v1 = s1v0 = 0, implica que o estado apresenta os dois

qubits emaranhados. Portanto, em geral, se um determinado estado não puder ser descrito

como produto tensorial de dois qubits, significa que o sistema está emaranhado.
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2.6 Operações sobre um qubit

Um operador quântico que atua em um sistema quântico com n qubits é definido

como um operador linear e unitário em C2n . Fixada uma base, corresponde a matrizes

unitárias de dimensão 2n × 2n . Uma matriz é unitária se UU † = U †U = I, onde U †

representa a transposta conjugada de U e I é a matriz identidade.

Os vetores de estados são transformados por matrizes unitárias, sendo que estas

transformações conservam o comprimento e a quantidade de informação do sistema que o

vetor apresentava ao sistema quântico.

Têm-se como matrizes unitárias, por exemplo, a porta X e a porta Hadamard (H)

descritas nas Equações 2.6.1 e 2.6.2

X =

0 1

1 0

 (2.6.1)

O operador X atua sobre os estados da base computacional, como X |0〉 = |1〉 e

X |1〉 = |0〉.

A porta Hadamard (H) é definida pelo operador:

H =
1√
2

1 1

1 −1

 (2.6.2)

As operações sobre os qubits em um estado em superposição operam linearmente,

conforme Equação 2.6.3, onde X é aplicado a um estado quântico |Ψ〉 = α |0〉+ β |1〉.

X (α |0〉+ β |1〉) = αX |0〉+ βX |1〉 = α |1〉+ β |0〉 (2.6.3)

Alguns exemplos de operadores quânticos são as matrizes de Pauli formado pelos

operadores descritos a seguir:

I =

1 0

0 1

 , X =

0 1

1 0

 , Y =

0 −i

i 0

 e Z =

1 0

0 −1

 (2.6.4)
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Outro exemplo de operador quântico é a porta quântica CNOT (controlled not)

que apresenta dois qubits de entrada, sendo um qubit de controle (qubit superior) e o

outro chamado de qubit alvo (qubit inferior).

A representação do CNOT por uma matriz unitária é dada conforme a Equação

2.6.5.

CNOT =



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0


(2.6.5)

Circuito que implementa a porta CNOT conforme mostra a Figura 2.

Figura 2 – Porta quântica (CNOT)

Figura 3 – Outra representação da porta quântica (CNOT)

2.6.1 A porta de Toffoli

Esta porta apresenta três qubits de entrada. É uma porta C-NOT duplamente

controlada: o qubit alvo só inverte de estado se os dois qubits de controle forem |1〉.

Representa-se a porta de Toffoli em um circuito quântico como:
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Figura 4 – Porta de Toffoli

A matriz que corresponde a esta porta é

Figura 5 – Porta de Toffoli

Operações lógicas clássicas podem ser implementadas com operadores quânticos

(circuitos quânticos) usando o operador de Toffoli, por ser uma CNOT duplamente

controlada. Conforme mostra a Equação 2.6.6:

T |x, y, z〉 = |x, y, z ⊕ (x · y)〉 (2.6.6)

2.6.2 A porta U-controlada

É uma porta em que U é uma operação unitária sobre dois qubits e cuja ação é

descrita pela Figura 6.

2.7 Circuitos quânticos e portas quânticas

Os circuitos quânticos são compostos por um conjunto de portas lógicas

(responsáveis em realizar operações básicas em um computador) que operam um conjunto

de transformações dos qubits realizadas em “componentes” chamados portas quânticas.



23

Figura 6 – Porta U-controlada

Na computação quântica, as portas quânticas são representadas por operadores

unitários que atuam sobre um qubit. Por exemplo, a porta de Hadamard (é uma das

principais portas da computação quântica) e quando aplicada a um estado na base

computacional gera uma superposição nas duas bases, conforme descrito na Figura 7.

Figura 7 – Circuito de uma porta Hadamard

2.8 Superposição quântica

Um sistema físico pode se encontrar em vários estados. Dessa forma, eles podem

estar numa superposição de estados. A superposição é um fenômeno da física quântica

que indica que um sistema quântico pode estar em dois ou mais estados simultaneamente,

relacionando-se como uma combinação de vetores. Em que a função |Ψ〉 se apresenta em

uma superposição dos estados de base |φ〉 também formados pelo conjunto dos estados no

espaço de Hilbert que formam uma base e o sistema é descrito por um estado quântico

como mostra a Equação 2.8.1.

|Ψ〉 =
∑
i

ci |φi〉 (2.8.1)

Em que os coeficientes ci podem ser complexos.
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2.9 Paralelismo quântico

Um computador quântico torna possível a resolução de um grande número de

problemas complexos, com o chamado paralelismo quântico.

Os computadores quânticos realizam esse procedimento em paralelo, em que todas

as componentes do sistema são processadas simultaneamente. Por exemplo, considerando

uma função f(x) : {0, 1} → {0, 1} criando um operador unitário Uf que implementa f

como mostra a Equação 2.9.1. Com uma única operação, calcula-se simultaneamente,

os dois valores da função f(x), inicialmente, com um estado |0〉 e aplicando a porta de

Hadamard, conforme a Equação 2.9.2.

Uf |x, y〉 = |x, y ⊕ f(x)〉 (2.9.1)

Uf

(
|0〉+ |1〉√

2

)
|0〉 =

1√
2

(Uf |00〉+ Uf |10〉) =
|0, 0⊕ f(0)〉+ |1, 0⊕ f(1)〉√

2
(2.9.2)

2.10 Não Clonagem

Teorema 1. (Teorema da Não-Clonagem). É impossível clonar um bit quântico.

Demonstração. Suponha que exista U um operador unitário, portanto, linear, possível

“candidato” a clonagem de estados quânticos, do estado quântico |Ψ〉 para o estado alvo

|χ〉. Sejam |Ψ〉 e |χ〉 dois estados quânticos ortogonais.

Tem-se que |Ψ〉 = a |0〉+ b |1〉. Então,

U (|Ψ〉 ⊗ |χ〉) = |Ψ〉 ⊗ |ψ〉

Portanto

(a |0〉+ b |1〉) + (a |0〉+ b |1〉) =
(
a2 |00〉+ ab |01〉+ ba |10〉+ b2 |11〉

)
(2.10.1)

Pela linearidade de U

U (a |0〉+ b |1〉) |χ〉 = U (a |0〉 |χ〉+ b |1〉 |χ〉) (2.10.2)
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Aplicando o produto interno entre as Equações 2.10.2 e 2.10.1 obtém-se valores

diferentes, portanto, nenhum operador unitário é capaz de clonar um estado quântico

arbitrário.

�

2.11 Algoritmos Quânticos

Nesta Seção é descrito o algoritmo de Grover que resolve o problema da busca

com ganho quadrático em relação ao melhor algoritmo clássico conhecido.

2.11.1 Algoritmo de Grover

Grover (1996) propôs um algoritmo através do qual realiza uma busca para encontrar

um elemento em um conjunto de dados não estruturados de forma mais rápida que um

algoritmo clássico similar. Ao analisar uma lista não ordenada de N elementos, com

o objetivo de encontrar um determinado elemento desta lista, o algoritmo de Grover

(GROVER, 1996) custo computacional O(
√
N), onde N é a quantidade de elementos do

conjunto de entrada.

O algoritmo de Grover é probabilístico. Este algoritmo também apresenta uma

melhora quadrática quando comparado com os algoritmos clássicos de busca (YANOFSKY

et al., 2008).

O algoritmo de Grover utiliza dois registradores quânticos: o primeiro registrador

com n qubits no estado |0 . . . 0〉 e o segundo registrador com um qubit auxiliar no estado

|1〉, aplicando o operador de Hadamard nos qubits do primeiro registrador. Portanto, a

superposição é denotada por:

|Ψ〉 = H⊗n |0〉⊗nH |1〉 =
1√
2n

n−1∑
x=0

|x〉
[
|0〉 − |1〉√

2

]
(2.11.1)

Aplicando-se n vezes o operador de Hadamard, obtém-se uma superposição com 2n

estados com igual probabilidade.

O operador linear Uf representado por: Uf (|x〉 |y〉) = |x〉 |y ⊕ f(x)〉, em que |x〉

representa a entrada da função e o |y〉 é um qubit que serve para marcar o elemento
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procurado. O operador unitário Uf é definido pela função representada na Equação 2.11.2

a ser implementada pelo operador.

f(x) =


1, se x é o elemento procurado

0, se caso contrário

(2.11.2)

O efeito do operador Uf sobre o primeiro registrador constituído com um estado

computacional e o segundo registrador com um qubit adicional no estado |−〉 = H |1〉 =

1√
2

1 1

1 −1


 1

−1

 = 1√
2

(|0〉 − |1〉), onde |−〉 é o segundo registrador.

Tem-se que:

|Ψ1〉 = Uf (|x〉 |−〉) = Uf

(
|x〉 |0〉 − |x〉 |1〉√

2

)
=

(
Uf (|x〉 |0〉)− Uf (|x〉 |1〉)√

2

)
=

1√
2

(|x〉 |f(x)〉 − |x〉 |1⊕ f(x)〉) = |x〉
[
|f(x)〉 − |1⊕ f(x)〉√

2

]

O resultado mostra que somente o elemento que satisfaz a função de Uf será

marcado com um sinal negativo, conforme resulta o valor descrito na Equação 2.11.3

|Ψ2〉 = (−1)f(x) |x〉
(
|0〉 − |1〉√

2

)
=


−1 |x〉

(
|0〉−|1〉√

2

)
se f(x) = 0

+1 |x〉
(
|0〉−|1〉√

2

)
se f(x) = 1

(2.11.3)

O estado do primeiro registrador permanece em superposição de todos os possíveis

estados associados aos elementos da sequência. No entando, a amplitude do elemento

procurado foi alterado de 1√
N

para − 1√
N
.

O próximo passo para aumentar a probabilidade do elemento procurado com uma

mudança de fase, utiliza-se um procedimento denominado de inversão sobre a média.

A inversão sobre a média é um operador que aumenta ou diminui a amplitude de um

estado, ou seja, aumenta a amplitude quando o estado esta abaixo da média e é diminuída

quando o estado esta acima da média, preservando a distância entre a média e o estado

(número), resumidamente, inverte-se cada elemento em relação a média.
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Sendo o vetor |Ψ∗〉 = a |α〉+b |β〉, após a ação do operador unitário Uf resulta numa

reflexão na direção do vetor unitário |β〉, sendo |β〉 o vetor considerado como o elemento

procurado e α como seu vetor ortogonal. A atuação da amplitude resulta na reflexão de

|Ψ∗〉. Observa-se que a composição dessas duas reflexões impostas pelo operador unitário

Uf e a amplitude é conhecida como iteração de Grover. Como resultado global da

aplicação desta iteração, tem-se a rotação do |Ψ∗〉 por um ângulo θ aproximando do vetor

|β〉. Induzindo-se pela Figura 10, que pode refletir o vetor |Ψ∗1〉 em relação ao vetor |Ψ∗〉,

para aumentar a amplitude do elemento procurado |β〉, em relação a sua amplitude no

estado |Ψ∗〉.

Figura 8 – Representação gráfica da iteração de Grover

De acordo com o Algoritmo 1, tem-se que M é o número de respostas no espaço de
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pesquisa.
Algoritmo 1: Algoritmo de Grover

início
Inicialize o sistema |Ψ〉 = |0〉n
Aplique o operador de Hadamard |Ψ〉 = H⊗n |Ψ〉

Aplique a operação de inversão de fase Uf (I ⊗H)

Aplique a inversão sobre a média (−I + 2M)

Repita os passos 3 e 4 por
√

2n vezes

Realize uma medição dos qubits no estado |Ψ〉
fim

O circuito é então representado pela Figura 9.

Figura 9 – Circuito quântico que implementa o algoritmo de Grover
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3 Memória Quântica Probabilística

Neste capítulo será descrito a memória quântica probabilística, cuja capacidade

de armazenamento é incrementada para armazenar 2n padrões com n qubits

quânticos sendo utilizados apenas n qubits. Na Seção 3.2 é apresentado o

algoritmo de armazenamento de padrões quânticos em uma memória quântica

probabilística, na Seção 3.3 é apresentado o algoritmo para recuperação

de informação de uma memória quântica probabilística, cujo processo de

recuperação é probabilístico e a Seção 3.4 é um sumário do capítulo.

3.1 Introdução

As Memórias Associativas Quânticas (MAQ) são algoritmos de computação quântica

que simulam a propriedade da memória associativa (SCHULD et al., 2014b). As memórias

associativas (que permitem o acesso pelo conteúdo) através do qual a recuperação da

informação não necessita do conhecimento prévio do endereço da memória apenas, do

conhecimento “parcial” do conteúdo. Considerando que a memória dispõe da sua capacidade

ampliada nas suas duas fases do processo, tanto no reconhecimento como na classificação de

padrões, destaca-se, portanto, a importância da implementação de um algoritmo quântico

que permite facilitar a classificação de padrões.

A recuperação de um estado baseia-se no algoritmo de Grover para a busca de um

padrão em uma superposição de uma sequência completa, em que o algortimo de Grover

é modificado para o estado inicial |m〉 sendo que contém apenas uma seleção de estados

básicos. Por fim, o algoritmo resultante possibilita a recuperação de todos os padrões que

apresentam uma determinada string de entrada (VENTURA; MARTINEZ, 2000).

A memória quântica probabilística descrita por (TRUGENBERGER, 2001), propõe

uma melhoria na capacidade de armazenamento das memórias associativas, onde um

conjunto de padrões binários p formados com os n bits tem capacidade de armazenamento

exponencial no número n de qubits, isto é pmax = 2n, ou seja, todos os padrões binários

formados com os n bits podem ser armazenados.

O modelo proposto neste trabalho utiliza para a sua implementação alguns

operadores quânticos já mencionados neste trabalho, como também, os operadores descritos
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a seguir:

CSi = |0〉 〈0| ⊗ 1 + |1〉 〈1| ⊗ Si (3.1.1)

Si =


√

i−1
i

1√
i

− 1√
i

√
i−1
i

 (3.1.2)

É importante salientarmos que além das portas NOT, H (Hadamard), XOR, 2XOR

(Toffoli), porta nXOR e a porta de CSi descrita na Equação 3.1.1 é imprescindível,

apresentar dois operadores responsáveis na implementação do algoritmo neste capítulo,

descritos nas Equações 3.1.2 e 3.1.3

U =

ei
π
2n 0

0 1

 (3.1.3)

Para a implementação do algoritmo de armazenamento dos padrões do modelo

proposto é necessário que os dados p dos padrões pi possam gerar um determinado estado

quântico, sendo que os padrões a serem armazenados são colocados em superposição, como

na Equação 3.1.4. Empregando-se o modelo proposto por Trugenberger, para colocar este

estado em superposição, conforme descrito na Seção 3.2 e para o processo de recuperação

de informação será utilizado o algoritmo na Seção 3.3.

|m〉 =
1
√
p

p∑
i=1

|pi〉 (3.1.4)

3.2 O algoritmo de armazenamento de padrões quânticos

Para o armazenamento de padrões quânticos, usa-se três registros quânticos,

descritos a seguir:

• Um primeiro registro p com n qubits em que os padrões p são armazenados ao

sistema;
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• Um segundo registro denominado de registro auxiliar u contendo dois qubits;

• Um terceiro registro m com n qubits para manter a memória |m〉 .

A proposta do algoritmo de armazenamento é separar este estado em dois termos,

um correspondente aos padrões já armazenados e outro pronto para processar um novo

padrão. O estado do segundo qubit auxiliar u2 é verificar os seguintes padrões:

• Se u2 = |0〉 os padrões já foram armazenados e

• Se u2 = |1〉 termos em processamento.

Inicialmente, temos que construir o estado quântico |m〉, iniciando com o estado

|Ψ1
0〉 descrito na Equação 3.2.1, com o uso de três registros:

Sendo o primeiro registro p com n qubits, em que os padrões pi serão inseridos no

decorrer do processo; um registro utilitário u com dois qubits |01〉 e um registro |m〉 com

n qubits, iniciando com 01, · · · , 0n que deve manter a memória.

|Ψ1
0〉 = |p11, · · · , p1n; 01; 01, · · · , 0n〉 . (3.2.1)

Para cada padrão pi a ser armazenado, executa-se as operações descritas abaixo:

|Ψi
1〉 =

n∏
j=1

2XORpiju2mj
|Ψi

o〉 (3.2.2)

A Equação 3.2.2 descreve o operador que copia o padrão pi do registro p para o

registro de memória m

|Ψi
2〉 =

n∏
j=1

NOTmjXORpijmj
|Ψi

1〉 (3.2.3)

O operador descrito na Equação 3.2.3 faz que todos os qubits do registro de memória

m assumam |1〉 quando o conteúdo dos registros de padrão e de memória são idênticos, o

que é exatamente o caso para o termo em processamento.

|Ψi
3〉 = nXORm1···mnu1 |Ψi

2〉 (3.2.4)



32

A operação descrita na Equação 3.2.4, o primeiro qubit utilitário tem seu valor

alterado para |1〉.

|Ψi
4〉 = CSp+1−i

u1u2
|Ψi

3〉 (3.2.5)

A operação descrita na Equação 3.2.5 é a operação central do algoritmo de

armazenamento, separando o novo padrão a ser armazenado com a sua respectiva

normalização.

|Ψi
5〉 = nXORm1...mnu1 |Ψi

4〉 (3.2.6)

|Ψi
6〉 =

1∏
j=n

XORpijmj
NOTmj |Ψi

5〉 (3.2.7)

As operações das Equações 3.2.6 e 3.2.7 são o inverso das Equações 3.2.4 e 3.2.3,

restaurando o qubit utilitário u1 e o registro de memória m para seus valores iniciais, dessa

forma o estado do sistema estará da seguinte maneira:

|Ψi
6〉 =

1
√
p

i∑
k=1

|pi; 00; pk〉+

√
p− i
p
|pi; 01; pi〉 (3.2.8)

A operação descrita na Equação 3.2.9 restaura o registro m do termo de

processamento, isto é, o segundo termo na Equação 3.2.8 retorna ao valor inicial 01, · · · , 0n.

Pelo exposto, submete-se um novo padrão ao registro p, acarretando a repetição de todo o

processo até que o registro m esteja no estado |m〉.

|Ψi
7〉 =

1∏
j=n

2XORpiju2mj
|Ψi

6〉 (3.2.9)

3.3 O algoritmo de recuperação de padrões quânticos

Segundo o algoritmo proposto pela memória quântica probabilística, a etapa de

recuperação da informação consiste em recuperar o padrão de entrada, porém, logo após

esta etapa, a memória precisa ser reiniciada e é realizada uma medição no registro c, em
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que uma busca probabilística é feita e retorna com a probabilidade indicativa da memória

que o padrão está contido, ou seja, a memória reconhece ou não os padrões.

Para o algoritmo de recuperação (como o de armazenamento), usa-se três registros

quânticos:

• O primeiro registro i de n qubits que apresenta o padrão de entrada;

• O segundo registro m também com n qubits, contém a memória |m〉;

• O terceiro registro c contém um único qubit de controle |c〉 inicializado com o

operador de Hadamard, ficando no estado (|0〉+ |1〉) /
√

2.

O estado inicial é:

|Ψ0〉 =
1√
2p

p∑
k=1

|i1, · · · , in; pk1, · · · , pkn; 0〉+ (3.3.1)

√
1

2p

p∑
k=1

|i1, · · · , in; pk1, · · · , pkn; 1〉

Inicializado o processo, aplicamos uma combinação de operadores quânticos

conforme Equação 3.3.2.

|Ψ1〉 =
n∏
k=1

NOTmkXORikmk |Ψ0〉 (3.3.2)

A Equação 3.3.2 descreve a operação que permite que os qubits no registro de

memória fiquem no estado |1〉 se ij = pkj são idênticos e |0〉 caso contrário.

O estado Ψ1 é descrito na Equação 3.3.3 em que dkj = 1 se e somente se ij = pkj e dkj = 0,

caso contrário.

|Ψ1〉 =
1√
2p

p∑
k=1

|i1, · · · , in; dk1, · · · , dkn; 0〉+ (3.3.3)

√
1

2p

p∑
k=1

|i1, · · · , in; dk1, · · · , dkn; 1〉

Considere o seguinte operador dado por:

H = (dH)m ⊗ (σ3)c , (3.3.4)
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(dH)m =
n∑
k=1

(
σ3 + 1

2

)
mk

,

O valor de |Ψ2〉 é calculado através do operador descrito na Equação 3.3.5.

|Ψ2〉 = exp
(
i
π

2n
H
)
|ψ1〉 (3.3.5)

Observamos que |Ψ2〉 pode ser calculado com o uso de operadores quânticos

elementares e com o operador U como descrito na Equação 3.3.6.

exp
(
i
π

2n
H
)
|Ψ1〉 =

n∏
i=1

(
CU−2

)
cmi

n∏
i=1

Umj |Ψ1〉 , (3.3.6)

A operação descrita na Equação 3.3.6 mede o número de zeros no registro m, com

um sinal positivo se c está no estado |0〉 e um sinal negativo se c está no estado |1〉. Esta

operação aplicada ao estado |Ψ1〉, determinará o número de qubits entre a entrada e os

padrões armazenados na memória (distância de Hamming). O estado |Ψ2〉 será descrito

na Equação 3.3.7, onde dH(i, pk) é a distância de Hamming entre a entrada i e o padrão

armazenado pk.

|Ψ2〉 =
1√
2p

p∑
k=1

exp
[
i
π

2n
dH(i, pk)

]
|i1, · · · , in; dk1, · · · , dkn; 0〉+ (3.3.7)

1√
2p

p∑
k=1

exp
[
−i π

2n
dH(i, pk)

]
|i1, · · · , in; dk1, · · · , dkn; 0〉 ,

Concluímos a parte determinística do algoritmo, realizando uma operação quântica

inversa a Equação 3.3.2, restaurando o registro de memória ao estado |m〉 e aplica-se o

operador Hadamard ao qubit de controle c, como descrito na Equação 3.3.8.

|Ψ3〉 = Hc

1∏
k=n

XORikmkNOTmk |Ψ2〉 , (3.3.8)

Observamos que o estado |Ψ3〉 estará como descrito na Equação 3.3.9, observe que

se dH(i, pk) → 0 então, cos
[
π
2n
dH(i, pk)

]
→ 1 e sin

[
π
2n
dH(i, pk)

]
→ 0 e se dH(i, pk) → n
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então, cos
[
π
2n
dH(i, pk)

]
→ 0 e sin

[
π
2n
dH(i, pk)

]
→ 1.

|Ψ3〉 =
1
√
p

p∑
k=1

cos
π

2n
dH(i, pk) |i1, · · · , in; pk1, · · · , pkn; 0〉+ (3.3.9)

1
√
p

p∑
k=1

sin
π

2n
dH(i, pk) |i1, · · · , in; pk1, · · · , pkn; 1〉 .

Uma medição é realizada no registro c e as probabilidades que resultam em |0〉 e

|1〉 são descritas nas Equações 3.3.10 e 3.3.11.

P (|c〉 = |0〉) =

p∑
k=1

1

p
cos2

( π
2n
dH
(
i, pk

))
, (3.3.10)

P (|c〉 = |1〉) =

p∑
k=1

1

p
sin2

( π
2n
dH
(
i, pk

))
(3.3.11)

Apresentando um novo padrão ao registro de entrada, em que é aplicado a parte

determinística do algoritmo de recuperação, conforme as Equações 3.3.10 e 3.3.11. Em

que, se o padrão de entrada for muito diferente de todos os padrões armazenados, então

dH
(
i, pk

)
→ n, tem uma alta probabilidade de que a medição do qubit de controle seja

|c〉 = |1〉. Pelo contrário, se então dH(i, pk)→ 0 um padrão de entrada próximo de todos

os padrões armazenados leva a uma alta probabilidade de medir |c〉 = |0〉 e é realizada

uma medição no registro de memória para identificá-lo e classificá-lo. Este processo pode

ser repetido por T vezes. Caso dentre estas repetições o resultado for |1〉, o padrão não foi

reconhecido.
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Algoritmo 2: Algoritmo de recuperação de informação da Memória

Quântica Probabilística

início
Inicialize o sistema com o estado quântico H |0〉 no registro c

Aplique os operadores NOT e 2XOR no registro m

Aplique os operadores CU−2 e U no registro m

Aplique os operadores 2XOR e NOT no registro m e H |0〉 no registro c

Realize uma medição no registro c
fim

Visando à necessidade de compreensão da fase de recuperação de padrões do

Algoritmo 2, será apresentado um exemplo concreto com o uso de um conjunto de dados

artificiais descrito abaixo.

Exemplo 1: Sejam duas classes representadas no conjunto de treinamento:

|m1〉 |m2〉

01110101000000000000000000 10100111000000000000000000

01010101010000000000000000 10100101010000000000000000

01110100010000000000000000 10100101000000000000000000

00110101010000000000000000 10100100010000000000000000

Sendo o padrão de entrada |i〉 = |0111010101000000000000000〉, inicializa-se o

registro c com H |0〉, ou seja, o registro é iniciado com o estado |c〉 = 1√
2

(|0〉+ |1〉),
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obtendo-se o estado, como descrito na Equação 3.3.12

|Ψ0〉 =
1√
4
|i〉 [|01110101000000000000000000〉+ |01010101010000000000000000〉+

|01110100010000000000000000〉+ |00110101010000000000000000〉] |c〉+
1√
4
|i〉 [|10100111000000000000000000〉+ |10100101010000000000000000〉+

|10100101000000000000000000〉+ |10100100010000000000000000〉] |c〉

(3.3.12)

Aplica-se o operador descrito na Equação 3.3.2 ao estado inicial, obtendo-se o

estado descrito na Equação 3.3.13.

|Ψ1〉 =
1√
4
|i〉 [|11111111101111111111111111〉+ |11011111111111101111111111〉+

|11111110111111111111111111〉+ |10111111111111111111111111〉] |c〉+
1√
4
|i〉 [|00101101101111111111111111〉+ |00101111101111111111111111〉+

|00101111101111111111111111〉+ |00101110111111111111111111〉] |c〉

(3.3.13)

Em seguida é aplicado o operador descrito na Equação 3.3.6 e obtém-se o estado
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descrito na Equação 3.3.14

|Ψ2〉 =
1

2

[
e(

i·π
2n
·1) |11111111101111111111111111〉+ |11011111111111101111111111〉+

|11111110111111111111111111〉+ |10111111111111111111111111〉] +

1

2

[
e(
−i·π
2n
·1) |11111111101111111111111111〉+ |11011111111111101111111111〉+

|11111110111111111111111111〉+ |10111111111111111111111111〉] +

1

2

[
e(

i·π
2n
·5) |00101101101111111111111111〉+ |00101111101111111111111111〉+

|00101111101111111111111111〉+ |00101110111111111111111111〉] +

1

2

[
e(
−i·π
2n
·5) |00101101101111111111111111〉+ |00101111101111111111111111〉+

|00101111101111111111111111〉+ |00101110111111111111111111〉]

(3.3.14)

De acordo com a Equação 3.3.8 que retrata as últimas operações determinísticas



39

do algoritmo e tem-se para n = 26, obtém-se o estado descrito na Equação 3.3.15

|Ψ3〉 =
1√
2

[
cos
( π

52

)
|i〉 |01110101000000000000000000〉 |0〉+

cos

(
5π

52

)
|i〉 |10100111000000000000000000〉 |0〉+

i sin
( π

52

)
|i〉 |01110101000000000000000000〉 |1〉+

i sin

(
5π

52

)
|i〉 |10100111000000000000000000〉 |1〉

]
+

1√
2

[
cos
( π

52

)
|i〉 |01010101010000000000000000〉 |0〉+

cos

(
5π

52

)
|i〉 |10100101010000000000000000〉 |0〉+

i sin
( π

52

)
|i〉 |01010101010000000000000000〉 |1〉+

i sin

(
5π

52

)
|i〉 |10100101010000000000000000〉 |1〉

]
+

1√
2

[
cos
( π

52

)
|i〉 |01110100010000000000000000〉 |0〉+

cos

(
5π

52

)
|i〉 |10100101000000000000000000〉 |0〉+

i sin
( π

52

)
|i〉 |01110100010000000000000000〉 |1〉+

i sin

(
5π

52

)
|i〉 |10100101000000000000000000〉 |1〉

]
+

1√
2

[
cos
( π

52

)
|i〉 |00110101010000000000000000〉 |0〉+

cos

(
5π

52

)
|i〉 |10100100010000000000000000〉 |0〉+

i sin
( π

52

)
|i〉 |00110101010000000000000000〉 |1〉+

i sin

(
5π

52

)
|i〉 |10100100010000000000000000〉 |1〉

]

(3.3.15)

Conforme descrito nas Equações 3.3.10 e 3.3.11 do algoritmo de recuperação é

realizada uma medição do registro c que resultará nas respectivas probabilidades:

[
1√
2

cos
( π

52

)]2
= 0, 99

[
1√
2

cos

(
5π

52

)]2
= 0, 91
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E resultará em |1〉 com probabilidade:

[
1√
2

sin
( π

52

)]2
= 0, 00

[
1√
2

sin

(
5π

52

)]2
= 0, 08

E o padrão de entrada |i〉 = |0111010101000000000000000〉 será reconhecido pelas

duas memórias |m1〉 e |m2〉, constatando-se a limitação do algoritmo em associar o padrão

de entrada a sua respectiva memória.

Figura 10 – Probabilidade de reconhecimento do padrão |i〉 para n = 26 em uma
Memória Quântica Probabilística

3.4 Sumário do capítulo

O objetivo deste capítulo foi apresentar o conceito de uma memória quântica

probabilística, em que o número de padrões binários que podem ser armazenados na

memória é exponencial ao número de qubits. Também, neste capítulo foi descrito o

armazenamento de padrões quânticos e a recuperação de padrões quânticos de uma

memória quântica probabilística e um exemplo de recuperação de informação da memória

foi demonstrado.

A grande vantagem da implementação desta memória quântica probabilística é

sua capacidade de armazenamento de informações, fato este capaz de resolver vários
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problemas que envolvem a classificação e o reconhecimento de padrões, incrementando a

sua probabilidade de reconhecimento quando a distância de Hamming entre seus padrões

são pequenos.
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4 Memória Quântica Probabilística Parametrizada

Neste capítulo é apresentado a memória quântica probabilística parametrizada

em que esta memória apresenta uma vantagem na classificação dos padrões,

através de uma variação feita ao modelo de Trugenberger. Na Seção 4.2 é

descrito o problema da memória quântica probabilística. Na Seção 4.3 é descrito

a memória quântica probabilística parametrizada. Na Seção 4.4 é um sumário

do capítulo.

4.1 Introdução

O modelo proposto em (TRUGENBERGER, 2001) melhora a capacidade de

armazenamento da memória associativa e cujos padrões binários podem ser armazenados na

memória com um incremento exponencial no número n de qubits, pmax = 2n e seus padrões

binários podem ser formados com os n qubits armazenados. Do algoritmo de recuperação

de informação, tem-se as Equações 3.3.10 e 3.3.11 provenientes de uma medição no qubit

de controle |c〉 através do cálculo de suas probabilidades, classificando o padrão de entrada

se c = |0〉 em reconhecido e c = |1〉 caso contrário.

4.2 Limitação da Memória Quântica Probabilística

Segundo (DUNJKO; BRIEGEL, 2017) afirma que a memória probabilística quântica

sofre de falta de escalabilidade. Em (BRUN et al., 2003) é realizada uma crítica onde

afirma que o modelo não é uma memória, pois a informação colapsa após a recuperação

de um padrão na memória. Trugenberger em (TRUGENBERGER, 2003) contradiz, sob

a alegação que seu modelo deve apresentar um número de entrada polinomial e que

existe a possibilidade de realizar cópias probabilísticas da memória para evitar a perda de

informação. Conforme (SCHULD et al., 2014b), relata que quando executa o algoritmo de

recuperação e em seguida realiza-se uma medição a memória colapsa. Assegura também que

quando a memória apaga, e havendo a necessidade de usá-la terá que iniciá-la novamente.

Destacam-se os trabalhos (SCHULD et al., 2014a; ZHOU; DING, 2008) que utilizam este

modelo no reconhecimento de padrões.
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Uma das etapas que consiste a MQP é a etapa da recuperação da informação,

caracterizada pelo modelo descrito pelo Algoritmo 2. Nesta etapa, pode-se destacar

a limitação ao modelo descrito no exemplo anterior, pois, quando duas memórias com

distância de Hamming próximas entre si e existe a necessidade de classificar um determinado

padrão de entrada ao conjunto de memórias, o modelo não conseguirá fazer esta distinção

com precisão, porque a probabilidade que cada memória responda é de 0,99 e 0,91, ambas

muito próximas, de tal forma que não conseguirá associá-lo ao seu respectivo conjunto.

Para resolver a limitação referente ao modelo, incluímos um parâmetro φ que permite

um ajuste no cálculo da distância entre seus padrões para que esta memória lide com

padrões próximos possibilitando ampliar a precisão na distinção para a classificação de

seus padrões. No modelo de Trugenberger é definido n como o número de bits da memória,

porém, nesta alteração faz-se a inclusão de um parâmetro, substituindo o valor de n e o

transformando em um valor ajustável, ocorre que com esta substituição ao parâmetro n,

a função de probabilidade do algoritmo deverá maximixar o retorno do cálculo de suas

probabilidades, pois, possibilitando o retorno com alta probabilidade, apenas da memória

que tiver seu padrão reconhecido.

4.3 Memória Quântica Probabilística Parametrizada

Salienta-se que mediante a modificação sugerida é feita uma inclusão de um

parâmetro ajustável (φ) ao operador representado pela Equação 3.1.3 do algoritmo, esta

alteração é definida como memória quântica probabilística parametrizada (MQPP).

O algoritmo da memória quântica probabilística que é probabilístico, utiliza a

distância de Hamming como referência para a entrada e o armazenamento de padrões.

Neste trabalho, propomos uma modificação em n (tamanho da memória), com a inclusão

de um parâmetro φ, permitindo que a memória lide com padrões próximos, pois segundo a

MQP, se duas memórias apresentam distância de Hamming próximas entre os padrões de

entrada e os padrões armazenados, o algoritmo não consegue fazer esta classificação com

precisão e com a inclusão do parâmetro φ, possibilita-se o retorno com alta probabilidade,

apenas da memória que tiver seu padrão reconhecido. A seguir, propomos valores arbitrários

ao valor de φ. Considera-se que o parâmetro da MQPP apresenta valor igual a φ = 1
a
,

sendo a um valor arbitrário, independente do total de bits da memória, conforme descrito
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na Equação 4.3.2.

4.3.1 Escolha do Parâmetro

Destaca-se que para a escolha do parâmetro ajustável φ, fez-se o cálculo da derivada

da função com seus respectivos pontos críticos. Permitindo-se testar valores que melhor

atendiam a característica pretendida, ou seja, adequavam-se ao ajuste dos padrões para o

reconhecimento dos padrões.

• Cálculo da derivada da função, para p = 4, dH = 1 e dH = 5:

f (x) =
1

4
cos2

( π
2n
· 5
)

=

[
1

4
cos2

(
5π

2n

)]
=?

Fazendo: u =

(
5π

2n

)
⇒ du

dn
= − 5π

2n2

Temos que: y =
cos2 u

4
⇒ dy

du
= −1

2
sin

(
5π

2n

)
cos

(
5π

2n

)
∴

dy

dn
=

5π sin
(
5π
2n

)
cos
(
5π
2n

)
4n2

(4.3.1)

• Pontos Críticos

1. Para dH = 1:

n =
1

m
em que, m 6= 0

2. Para dH = 5:

n =
5

m
em que, m 6= 0
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com isso, o valor escolhido para a inclusão do parâmetro ajustável φ é n = 1
a
.

Acrescentando-se φ = 1
a
ao parâmetro, como descrito na Equação 4.3.2.

exp
(
i·π
2n
· φ · dH

)
0

0 1

 =

exp
(
i·π
2
· 1
a
· dH

)
0

0 1

 (4.3.2)

Mostraremos detalhadamente que com a modificação proposta ao modelo, continua

sendo válida a função do algoritmo de recuperação de informação de Trugenberger, ou

seja, permanecem válidas as etapas do algoritmo, como descrito nas equações abaixo.

O estado |Ψ0〉 é descrito na Equação 4.3.3

|Ψ0〉 =
1√
2p

p∑
k=1

|i1, · · · , in; pk1, · · · , pkn; 0〉+ (4.3.3)

√
1

2p

p∑
k=1

|i1, · · · , in; pk1, · · · , pkn; 1〉

Daí, o estado |Ψ1〉 é descrito na Equação 4.3.4

|Ψ1〉 =
1√
2p

p∑
k=1

|i1, · · · , in; dk1, · · · , dkn; 0〉+ (4.3.4)

√
1

2p

p∑
k=1

|i1, · · · , in; dk1, · · · , dkn; 1〉

Observamos que |Ψ2〉 também pode ser calculado, com o uso de operadores quânticos

elementares e com a aplicação do operador 3.1.3, como descrito na Equação 4.3.5.

|Ψ2〉 = e(i
π
2n
H) |Ψ1〉 =

n∏
i=1

(
CU−2

)
cmi

n∏
i=1

Umj |Ψ1〉 , (4.3.5)

Então,

|Ψ2〉 =
1√
2

p∑
k=1

[
ei
π
2
·φ·dH(i,pk)

]
|i1, · · · , in; dk1, · · · , dkn; 0〉+
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1√
2

p∑
k=1

[
e−i

π
2
·φ·dH(i,pk) · e−2i

π
2
·φ·dH(i,pk)

]
|i1, · · · , in; dk1, · · · , dkn; 1〉

Resumidamente, tem-se

|Ψ2〉 =
1√
2

p∑
k=1

[
ei
π
2
·φ·dH(i,pk)

]
|i1, · · · , in; dk1, · · · , dkn; 0〉+ (4.3.6)

1√
2

p∑
k=1

[
e−i

π
2
·φ·dH(i,pk)

]
|i1, · · · , in; dk1, · · · , dkn; 1〉

Obtém-se o estado |Ψ3〉 como descrito na Equação 4.3.7

|Ψ3〉 =
1
√
p

p∑
k=1

cos
π

2
· φ · dH(i, pk) |i1, · · · , in; pk1, · · · , pkn; 0〉+ (4.3.7)

1
√
p

p∑
k=1

sin
π

2
· φ · dH(i, pk) |i1, · · · , in; pk1, · · · , pkn; 1〉 .

Resultando nas seguintes probabilidades, os estados |0〉 e |1〉 conforme as Equações

4.3.8 e 4.3.9

P (|c〉 = |0〉) =

p∑
k=1

1

p
cos2

(π
2
· φ · dH

(
i, pk

))
, (4.3.8)

P (|c〉 = |1〉) =

p∑
k=1

1

p
sin2

(π
2
· φ · dH

(
i, pk

))
. (4.3.9)

Figura 11 – Circuito recuperação memória quântica probabilística parametrizada
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A seguir, será ilustrado um exemplo do funcionamento de uma memória quântica

probabilística parametrizada:

Exemplo 2: Dados um conjunto de treinamento e um padrão de entrada

|i〉 = |0111010101000000000000000〉:

|m1〉 |m2〉

01110101000000000000000000 10100111000000000000000000

01010101010000000000000000 10100101010000000000000000

01110100010000000000000000 10100101000000000000000000

00110101010000000000000000 10100100010000000000000000

O algoritmo de recuperação 2, inicia-se com o estado |Ψ0〉 como descrito na Equação

4.3.10

|Ψ0〉 =
1√
4
|i〉 [|01110101000000000000000000〉+ |01010101010000000000000000〉+

|01110100010000000000000000〉+ |00110101010000000000000000〉] |c〉+
1√
4
|i〉 [|10100111000000000000000000〉+ |10100101010000000000000000〉+

|10100101000000000000000000〉+ |10100100010000000000000000〉] |c〉

(4.3.10)

Inicializa-se o registro c com H |0〉, ou seja, o registro é iniciado com o estado
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|c〉 = 1√
2

(|0〉+ |1〉), obtendo-se o estado descrito na Equação 4.3.11.

|Ψ1〉 =
1√
4
|i〉 [|11111111101111111111111111〉+ |11011111111111101111111111〉+

|11111110111111111111111111〉+ |10111111111111111111111111〉] |c〉+
1√
4
|i〉 [|00101101101111111111111111〉+ |00101111101111111111111111〉+

|00101111101111111111111111〉+ |00101110111111111111111111〉] |c〉

(4.3.11)

Aplica-se o operador descrito na Equação 3.3.2, obtendo-se o estado descrito na

Equação 4.3.12

|Ψ2〉 =
1

2

[
e(

i·π
2
· 1
5
·1) |11111111101111111111111111〉+ |11011111111111101111111111〉+

|11111110111111111111111111〉+ |10111111111111111111111111〉] +

1

2

[
e(

i·π
2
· 1
5
·1) |11111111101111111111111111〉+ |11011111111111101111111111〉+

|11111110111111111111111111〉+ |10111111111111111111111111〉] +

1

2

[
e(
−i·π
2
· 1
5
·5) |00101101101111111111111111〉+ |00101111101111111111111111〉+

|00101111101111111111111111〉+ |00101110111111111111111111〉] +

1

2

[
e(
−i·π
2
· 1
5
·5) |00101101101111111111111111〉+ |00101111101111111111111111〉+

|00101111101111111111111111〉+ |00101110111111111111111111〉]

(4.3.12)

De acordo com a Equação 3.3.8 que descreve as últimas operações determinísticas

do algoritmo e usando o parâmetro φ = 1
a
com a = 5 , obtém-se o estado descrito na
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Equação 4.3.13

|Ψ3〉 =
1√
2

[
cos
( π

10

)
|i〉 |01110101000000000000000000〉 |0〉+

cos
(π

2

)
|i〉 |10100111000000000000000000〉 |0〉+

i sin
( π

10

)
|i〉 |01110101000000000000000000〉 |1〉+

i sin
(π

2

)
|i〉 |10100111000000000000000000〉 |1〉

]
+

1√
2

[
cos
( π

10

)
|i〉 |01010101010000000000000000〉 |0〉+

cos
(π

2

)
|i〉 |10100101010000000000000000〉 |0〉+

i sin
( π

10

)
|i〉 |01010101010000000000000000〉 |1〉+

i sin
(π

2

)
|i〉 |10100101010000000000000000〉 |1〉

]
+

1√
2

[
cos
( π

10

)
|i〉 |01110100010000000000000000〉 |0〉+

cos
(π

2

)
|i〉 |10100101000000000000000000〉 |0〉+

i sin
( π

10

)
|i〉 |01110100010000000000000000〉 |1〉+

i sin
(π

2

)
|i〉 |10100101000000000000000000〉 |1〉

]
+

1√
2

[
cos
( π

10

)
|i〉 |00110101010000000000000000〉 |0〉+

cos
(π

2

)
|i〉 |10100100010000000000000000〉 |0〉+

i sin
( π

10

)
|i〉 |00110101010000000000000000〉 |1〉+

i sin
(π

2

)
|i〉 |10100100010000000000000000〉 |1〉

]

(4.3.13)

Assim, conforme descrito nas Equações 4.3.8 e 4.3.9 do modelo proposto do algoritmo

de recuperação de informação é realizada uma medição no registro c que resulta nas

respectivas probabilidades:

[
1√
2

cos
( π

10

)]2
= 0, 90

[
1√
2

cos
(π

2

)]2
= 0, 00

E resultará em |1〉 com probabilidade:
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[
1√
2

sin
( π

10

)]2
= 0, 09

[
1√
2

sin
(π

2

)]2
= 1, 00

E o novo padrão de entrada |i〉 = |0111010101000000000000000〉 será reconhecido

apenas pela memória |m1〉 com probabilidade de 0, 90.

Destaca-se a seguir, o gráfico da Figura 12 do Exemplo 2.

5
Figura 12 – Probabilidade de reconhecimento do padrão |i〉 para a = 5 em uma Memória

Quântica Probabilística Parametrizada.

É notável o desempenho do algoritmo no reconhecimento do padrão |i〉 em que a

memória m1 reconhece o padrão com probabilidade de Pm1 = 0, 90 com a = 5.

Na comparação entre o modelo de uma MQP e o novo modelo proposto (MQPP),

observou-se que no primeiro modelo, o cálculo das probabilidades das duas memórias

apresentou |m1〉 = 0, 99 e |m2〉 = 0, 91, respectivamente, as duas memórias com uma

alta probabilidade. No segundo modelo, apenas uma das memórias apresenta uma alta

probabilidade |m1〉 = 0, 90 e |m2〉 = 0, 00, respectivamente. Isto é, o primeiro modelo não

consegue separar o novo padrão de entrada, enquanto que o segundo modelo consegue

separá-lo.
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Analisando-se o gráfico da Figura 13 do exemplo na Seção 4.3.1, percebe-se que ao

fixarmos o valor de a = 5, a distância de Hamming gera probabilidades que oscilam entre

P (|c〉 = |0〉) ou P (|c〉 = |1〉), variando de cinco em cinco, conforme o comportamento

apresentado no gráfico.

Figura 13 – Ilustração do comportamento da distância de Hamming d(i, pk) e suas
probabilidades (y) em uma Memória Quântica Probabilística Parametrizada.

4.4 Sumário do Capítulo

Este capítulo teve como finalidade, fundamentar a alteração feita ao modelo de

Trugenberger, utilizado na classificação de padrões quânticos em que baseia-se em medidas

feitas com o uso da distância de Hamming no reconhecimento de padrões, dando ênfase a

limitação que ocorre ao modelo de uma memória quântica probabilística. Nesse contexto,

o presente trabalho apresenta a variação proposta ao algoritmo de classificação de padrões,

definida como memória quântica probabilística parametrizada, abordando seu conceito e

principalmente, sua funcionalidade.

A alteração caracterizou-se em substituir n por um parâmetro φ, visando aumentar

a probabilidade de reconhecimento de padrões, mantendo-se como base a distância de

Hamming entre os padrões nos conjuntos de dados. Por fim, utilizamos um exemplo para
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melhor compreensão do funcionamento desta alteração ao modelo proposto.
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5 Conclusão

Este capítulo caracteriza-se como a conclusão desta dissertação. Na Seção 5.1

são apresentadas algumas considerações finais, na Seção 5.2 é apresentada a

contribuição deste trabalho e na Seção 5.3 são apresentados prováveis trabalhos

futuros a esta dissertação.

5.1 Considerações finais

O presente trabalho descreve um ajuste feito a uma memória quântica probabilística,

com a inserção do parâmetro ao valor fixo de n, para uma melhor funcionalidade da memória

na classificação e reconhecimento de padrões.

A principal contribuição deste trabalho foi a proposição de um memória quântica

probabilística parametrizada (MQPP). A MQPP foi testada com dados artificiais e a sua

eficácia ficou comprovada através dos resultados alcançados.

5.2 Contribuições deste trabalho

Neste trabalho, apresentou-se uma proposta de modificação ao algoritmo de

recuperação de informação da memória probabilística quântica (MQP) com a alteração em

que n na MQP de Trugenberger era definido como o tamanho da memória do algoritmo,

enquanto que com a modificação realizada para φ, sendo escolhido um valor arbitrário,

tornou-se possível uma adequação no cálculo da distância entre os padrões. Não obstante,

com a entrada de um novo padrão, será facilmente reconhecido com uma alta probabilidade,

por uma das respectivas memórias armazenadas.

Nesse estudo, observam-se características muito importantes que foram analisadas

nesse trabalho, como a fácil implementação do algoritmo e o baixo custo computacional,

propiciando o melhoramento de experimentos envolvendo a memória quântica probabilística

(MQP).

A proposta do novo modelo, a memória quântica probabilística parametrizada

(MQPP) foi testada com o uso dos dados artificiais e comprovou-se, a sua funcionalidade

na classificação de padrões.
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5.3 Trabalhos Futuros

Como proposta de trabalho futuro, pretende-se realizar experimentos utilizando

base de dados reais (binária) para avaliar a eficiência do modelo proposto. Um outro

trabalho futuro, será otimizar o desempenho do modelo com a alteração proposta na tarefa

de reconhecimento de padrões, onde cada classe do conjunto de dados, será representada

por uma memória quântica probabilística parametrizada, proporcionando um melhor

desempenho de classificação.

Um outro possível trabalho futuro é combinar diversas memórias com valores de

φ diferentes, para conseguimos extrair informações mais detalhadas (e precisas) sobre a

memória.
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